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ELEMENTI 

DI ALGEBRA 



PARTE TERZA 

DELL’ ANALISI INFINITESIMALE 

SEZIONE I. 

DEL CALCOLO DIFFERENZIALE 

CAPITOLO PRIMO 

• . ' !* *,ì 

Del metodo de’ limiti • 

107. 

Gli antichi Geometri, allorché dalle figure rettilinee vollero 
passare alla misura delle figure curvilinee, non trovarono mi- 
glior compenso di quello di determinare due figure rettilinee, 
tra le quali la figura curvilinea fosse in modo compresa, che 
una di quelle fosse maggiore di questa, e l'altra minore. Ciò 
invero non era che un metodo di approssimazione; ma se pote- 
vano continuare con una data legge la serie delle figure rettili- 
nee maggiori o minori della curvilinea, le quali fossero a que- 
sta sempre più prossime, e se finalmente giungevano ad ottene- 
re una differenza tra le une e l’altra, che fosse minore di qua- 
lunque quantità data, ne concludevano che la corrispondente 
figura rettilinea fosse alla curvilinea eguale. Ed allorché pote- 
vano ottenere la misura di tutta la serie delle figure rettilinee, 
e di quella finalmente, che differiva dalla curvilinea di una 
quantità minore di qualunque data, avevano insieme la misura 
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della figura curvilinea. Se nel circolo s’iscrive e si circoscrive 
un poligono di un certo numero di Iati, l’area del cerchio sarà 
compresa tra l’area del poligono iscritto, e quella del circoscrit- 
to. Se il numero de’ lati del poligono si accresce, la differenza 
dell’area del cerchio, e de’ poligoni diventerà sempre minore; e 
se si potesse nella serie di questi poligoni trovar la misura di 
quello, che si accosta al circolo in modo, che la differenza sia 
minore di qualunque data, si avrebbe la quadratura del cer- 
chio. Questa è la via , che ha tenuta il primo Archimede per mi- 
surare il cerchio; ma sfortunatamente nè egli, nè gli altri geo- 
metri, che soli venuti dopo di lui, hanno potuto giungervi, ed 
hanno dovuto contentarsi di un'approssimazione più o meno 
grande. Con più felice successo valendosi Archimede di un di- 
scorso appoggiato ai medesimi principj giunse a misurare esat- 
tamente l’area della parabola. Questo metodo è quello che si 
chiama il metodo de' limiti: i principj, die qui brevemente ne 
esporremo, sono il fondamento del Calcolo differenziale , come 
tra poco vedremo. 

Si dice limite di una grandezza quella quantità, a cui nel 
crescere o diminuire la data grandezza va accostandosi in modo, 
che la differenza tra l’una e l’altra sia minore di qualunque da- 
ta, senza però divenirgli mai eguale. Così il circolo è il limite 
de’poligoDÌ iscritti e circoscritti ad esso, perchè crescendo il nu- 
mero de’ lati questi poligoni vanno sempre più accostandosi al 
cerchip, ma non giungono mai ed eguagliarlo esattamente. Al- 
lorché noi diciamo , che i è la somma della serie 

— - t -—-*_-L-f- — _ ( --i-_4-ec. continuata aH’infinito, ciò significa 
a 4 8 it» da ’ 6 

che, quanti più termini prenderemo da questu serie, tanto più 
ci accosteremo all’unità, senza però mai giungervi; e perciò 
l’unità è il limite di quella serie continuata all’ infinito. Alcu- 
ne volte le quantità, che crescono o diminuiscono, non sono 
ristrette tra certi confini, ma vanno crescendo all’infinito, o di- 
minuiscono fino al zero, senza però inai diventare nè infinite 
nè zero, come sarebbero per esempio l’asintoto dell’ iperbola, e 
1’ applicata all’ asintoto . Quindi l’idea, che propriamente ci 
possiamo fare del zero o dell’infinito, è quella di uu limite, al 
quale vanno accostandosi le quantità decrescenti o crescenti, 
senza mai giungervi. 
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Se le due quantità A , B son limiti della medesima quan- 
tità X , sarà A—B\ poiché se tra A e B vi fosse qualche diffe- 
renza , là quantità X non potrebbe accostarsi ad A o a B più 
da vicino di questa differenza, lo che è contro la nozione deci- 
miti . 

Per darne un esempio, nel cerchio (Fig. i) del raggio 
AC'=za sia iscritto un poligono regolare di n lati, uno de’quali 
sia ABzzx , e condotta su di esso dal centro la perpendicolare 
CP , che incontri il cerchio in M , sia MP—y. L’urea del trian- 

golo ACB è ——{a — y) , e l’area intera del poligono iscritto sa- 

rà ay). Quanto più. diminuisce y, cioè quanto più cre- 

sce il numero de’ lati del poligono, tanto più quella quantità 
~(a 2 —ay) si accosta ad essere eguale ad a*p , se s’ indica per p 

il rapporto della periferia al diametro; e perciò la seconda quan- 
tità è limite della prima. Ma l’area del cerchio è anch’essa limi- 
te di quella de’ poligoni iscritti; dunque l’area del cerchio è 
~a 2 p, cioè è eguale ad un triangolo rettangolo, che abbia la 
periferia per base , e per altezza il raggio del circolo. 

Dalia definizione del limite segue ancora , che se due quan- 
tità X ed Y nel loro crescere o diminuire conservano sempre la 
medesima ragione di m:n, questa sarà pure la ragione de’loro 

A JC 

limili '.4 e B. Infatti -g sarà il limite della ragione y , che è 

costantemente , e ciò non sarebbe più vero, se fosse asse- 
n 

gnobile la differenza tra ^ ~ • c '°® tra quantità, ed il di 

lei limite. 

Sia descritto sul diametro AB—ia (Fig. a) il semicerchio 
AMB, e sull’asse AB l’ellisse ANB, di cui l’altro asse sia 
— ai>. Sia iscritto nel cerchio un poligono, del quale un lato sia 
MM 1 , e dai punti Af , ed M' tirate le perpendicolari MP, M'P ' 
sul diametro, che incontrano l’ellisse ne’ punti N ed iV 7 , sia la 
retta NN 1 un lato di un corrispondente poligono iscritto nella 
ellisse. Ora perle proprietà del cerchio e dell’ellisse abbiamo 
MP-NP—M'P':X P'zza : b ; quindi sarà 
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MP-r-nf'P' ^pp, . N f . 1r^ . ' r x pp =:a: b t c i 0 è il trapezio MPP'M' 

al trapezio NPP'N' nel rapporto di a:b, e nel medesimo rap- 
porto saranno le somme de’respettivi trapezi nel cerchio e nella 
ellisse. Pertanto qualunque poligono iscritto nel cerchio sta al 
corrispondente poligono iscritto nell’ellisse, come il diametro 
del cerchio all’altr’asse dell’ellisse; e siccome il cerchio e l'el- 
lisse sono i limiti di questi poligoni, starà l’area del cerchio a 
quella dell’ellisse nel medesimo rapporto de’ due assi. 

CAPITOLO IL 

Delie differenze finite. 

108. 

Sia y una funzione qualunque di x, la quale diventi y' , se 
invece di x vi si pone x-t-a, la quantità y' — y è ciò, che si chia- 
ma differenza finita di y. Questa differenza si suol denotare col 
segno A posto avanti alla variahile y, in modo che Ay è ~y r — y : 
così pure Ax=a rappresenta la quantità, di cui si accresce la 
variabile ,y. Se Ax è una quantità costante, le differenze, che 
ne nascono , si dicono costanti ; ma se Ax è una funzione di x , 
le differenze si chiamano variabili. Si osservi per riguardo alla 

caratteristica A, che Ax significa la potenza n. di Ax, per- 
chè per denotare la differenza di x n hanno convenuto i Geome- 
tri di scrivere cosi, A.x n . 

Per trovare adunque la differenza finita di qualunque fun- 
zione si ponga in essa x-*-Ax in luogo di x, dalla quantità che 
ne resulta si sottragga la funzione proposta, ed il residuo sarà 

la differenza cercata. Sia per esempio y=x”, e ponendo x-*-Ax 
in luogo di x avremo 

y’=( JT-+- A x) n —f 1 -*-nx n J Ax-i-— -x n a Ax B -t-ec. , e quindi 

•> £ 

a ' i . n — i . nln — r) n— -a A . 

Ayrry — }~nx Ax-*-— -x Ax-+-eo. 

J a 

S\a.y—a-*-bx-*-cx* , sarà y'zze*-*J>x-*-bAx-*-cx 3 -*-2cxAx-*-cAx a , 
e Ar— (J-H 2 cx)A.r-t-cAx a . 



/ 
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x-*-Ax 



Sia v“ , sarà y 

a-t-x J a-+-x-+-Ax 

svolta questa frazione in serie Ay — ■ 



^ aAr 

* G ^ (u-t-x)|a-*-x-*-Ax) ’ * 

nAx» aAx s 

■ec. 



(a-t-x)* (a-+-x) * (<i-t-x) 

Se yrq/ x, avremo y'=j/(x-t-Ax), onde Aj-=j/(x-t-Ax)— j/x, 
e svolgendo in serie il radicale [/(x-+-Ax) , 

A „ Ax Ax* Ax» 

U | - — | M ec. 

2|/x 8 xj/x l 6 x»[/x 

Se y— log.x (parlando di logaritmi intendo sempre i loga- 
ritmi iperbolici ) , sarà y':r:log.(x-t-Ax), e Aj— log. (x-+-Ax)— log.x 



=h>g-(i-_) = 



Ax 

x 



Ar» Ar 5 Àr< 



ax* 

Sia avremo y'rzt 



ec. 



ar+Ax x . Ax . 

9 e A)— a (a — j ) , cioè 

i 



Ay=a X AxW ^±^ in S a ^AxMog.a' 

. a * • 3 

Se yrzse n.x, sarà y 1 — sen.(x-+-Ax), e Ay^sen.(x-*-Ax)— sen.x 
rrsen.xXcos.Ax-f-cos.xXsen.Ax— sen.x . Ma 

Ax» Ar» . Ax» Ar» 

-ec. , cos.Ax=:i- 



sen.AxzrAc- 



a . 3 a. 3.4.5 



-ec.: 



2 2 .d *4 

, * . Ax» Ar» Ax* 

dunque Asen.x=Axcos.x sen.x ireos. x-t- — T — sen.x-*-ec. 

2 2.0 2.0.4 

In simil guisa si troverà 



A . Ar» Ari Ar * 

**cos .x — — Axsen .x cos.xh -sen .x-f- — - — cog.x— ec . 

2 2 . A a 3.4 

Il metodo è 1 istesso per le funzioni di più variabili. Sia 
infatti z funzione delle variabili x, y, cc. ; ponendo in essa 
x-t-Ax,, y-t-Ay , ec. in luogo di x, y, ec. avremo un’altra fun- 
zione z , e z — z sarà la differenza cercata di z . Così , se per 
esempio zzza-t-òy-t-cx-t-exy , avremo 
z'=ro-*- 4 y-t-è Ay-(-cx-*-c Ax-+-exy-*-ex Ay-*-eyAx-f-e AxAy , e 
Azzxi Ay-f-cAx^-exAy-»-eyAx-i-eAxAy . 

Siccome la funzione z accresciuta della sua differenza di- 



venta z , cosi ponghiamo che aggiunta a z' la propria differenza 
ne nasca un altra iunzione z" , e da questa nella medesima tqa- 
"iera una terza 2"', e così in seguito. Avremo adunque 
* ~~ z = Az , z — x Az ' , ec. : ora se cerchiamo la differenza 
della quantità Az t è chiaro che essa sarà 
A(z *)=A= — Az— ; ' as’-4-z . La differenza della quantità A z si 
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chiama differenza seconda della variabile z, e si suol denotare 
col segno A 3 z; onde sarà A 3 zzzAz'—Az t e così pure 
A’z'— Az" — A z' , A 3 z"—A z " — Az", ec. Similmente 
A 3 z' — A 3 z—A 3 (z' — z)=rA»Az; e questa seconda differenza della 
prima differenza A z si chiama differenza terza della variabile z, 
e s'indica col segno A'?. Nella medesima guisa si troveranno 
le differenze degli ordini superiori, che s’indicheranno successi- 
vamente con i segni A 4 s, A »z , ec. 

Sia z una funzione di x, y, ec., e si abbia la sua differen- 
za finita; questa conterrà le variabili x, y, ec., e le loro diffe- 
renze Ax , Ay, ec. Ora per aver la differenza seconda di z pon- 
ghiamo nella prima i+Az in luogo di x, y-+-Ay in luogo di y, 
ec., Ax-f-A»x in luogo di Ax, Ay+A 3 y in luogo di Ay, ec.; 
avremo un’altra quantità, dalla quale sottratta la prima, il re- 
siduo sarà la differenza seconda cercata: e l’istesso metodo si 
userà per ottenere le differenze superiori . Sia per esempio 
z^ax 3 -*-b ; avremo in primo luogo Az—iaxAx-*-aAx» : adesso 
sostituendo x-+-Ax ad z, e Ax-*-A-x a Ax otterremo 
Az '—zaxAx-i-laAx 3 -t-uaxA » x-t~ 4 a AxA 2 x+aA * x 1 ■ e quindi 
A » z= Az’ — Az— 2a Ax 3 -+-2ax A * x-k-ùfi AxA 3 x-t-a A 3 x 3 . 

Le differenze di qualunque ordine della quantità z si pos- 
sono tutte esprimere per mezzo delle funzioni z, z'', ec. In- 
fatti 

A 3 z—Az' — Az— z” — 2.z’-¥-z , 

A » z— A a z' — A 3 z=zz"' — 3z''-t-3z' — z , 

ed in generale 

A n x=z (n )—nz( n ~ 1 K "t”— 1 ) -(«—») n( n -t)(n- a)_( n -3) _ < ^ 

a a.3 

ove il segno ha luogo se nè pari, ed il segno — se n è dispa- 
ri . Viceversa le funzioni z' , z", ec. si possono esprimere per 
le differenze di z. Poiché 
z~z-\-Az 

z "— z'h- Az'— z-ì-2 Az-+-A 3 z 
*'"=z"-*-Az’’ = z-*-3 Azh-3 A 3 z+A‘z, 
e generalmente 

z^WnAz-H^llAazH-^'H ^ A.z. , .. -A"z . 

a a .3 
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109. 

Data una funzione = facilmente potrà sempre trovarsi la di 
lei differenza; ma ol tremotio difficile è il problema inverso, in 
cui data la differenza si cerca la funzione z. La quantità z in 
questo caso si chiama somma o integrale finito , e si denota col 
segno 2 posto avanti la quantità, in modo che se y=A::, vice- 
versa è i=2y. Qui però deve osservarsi, che tanto la funzione 
x, quanto la medesima funzione accresciuta di una quantità co- 
stante ci dà la medesima differenza: dunque acciò la somma 
della quantità j sia completa, conviene aggiungervi una quan- 
tità costante, che può essere svanita nel prendere la differenza. 
Non si possono dar regole generali per trovar la somma di una 
data quantità, e per riescirvi in qualche modo conviene osser- 
var la maniera, con cui si formano le differenze delle diverse 
funzioni. Quindi non ci è permesso che di dare alcuni csempj, 
ne’quali se per brevità tralasciamola costante, questa s'inten- 
da dovervi essere sempre aggiunta. 

E chiaro in generale, che qualunque sia la funzione z, la 
somma di a Az, ove a è costante, è =oi. 

■1^ . — 1 ) zi — a , 

a 

dunque sarà 'z(nx n r Ax-t- ^ 

di se y=(6-*-2cx-x-3ex a )Ax-f-(c-4-3ex)Ax a -4-<!A.r 1 , avremo 
2 yzzb’t Ax-f-c2(2x Ax-s-Ax 3 )-+-e2(3x 3 Ax-+-3x Ax 3 -t-Ax * ) 
zzhx-*-cx 3 -t-ex‘ . 

Siccome A — — =— , r —- - r— -, sarà viceversa 

a- f-x (a-t-x)(a-f-x-r-Arl 

2 ^ =_ -2- . 

(n-+-jr)(a-+-x-*-Ax) a-+-x 

Cosi essendo Alog.xzzlog.^ t-i — — ^,sarà21og.^ x-r- ^2^=Iog.x, 

e similmente, poiché &a X —a X i), sarà 2 a X (a ^ X — 1 )—a X . 

Queste integrazioni hanno luogo qualunque sia la differen- 
za di x, o costante o variabile: passiamo adesso a considerare il 
caso più comune, cioè quello in cui la differenza si suppone co- 
stante, ed eguale ad <*. Sarà dunque in questa ipotesi 2a=x, e 
Tom. II. a 



Abbiamo veduto che ±.x n —nx n 



• '» ■* A , 

x 



r>ln-n x n-2 Xrl 



-oc. 



)=*"• 



Quin- 




IO 
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2jz=— •; avremo ancora 2 ( 2 ax-t-a 3 )~x a , cioè 2a2x-r-a a Si=,<:* , 

e 2ar=- . Così pure 2(3ax*-*-3a 3 a'-f-o 1 Irror* , cioè 

aa i 1 ' ' 

3a2.x a -*-3» a 2x-+-a»2 r=x* , e quindi 2.x a =^ — -t-— . Nel- 

a 3a a t> 

la stessa maniera sarà 2.x*=- — 2.x a — a a 2x — —Si , ove se 

a 4 

invece di 2.x a , 2x, 2i si sostituiscono i valori ritrovati, ne rie- 

X A jl (XX ® . 

scirà 2.x> = — — — jp • Ponghiamo in generale 

v ^ i i p n n***" i ir» n™2 

ì.x zzAx -4-djt -4-Cj -+-Ux -+-ec. , 

ed avremo prendendo la differenza 

n .. n .(n-t-x)n n — i .(/r-t-i)n(n — r) n — a 

x =<-/(/!-«- i)«x -+-J a a x -*-A ! -4 -®*x H 



Bn»x 



— 5 -i-ec. 

t.3 

n — i D n(n — r| , n — a 

B— -a*x -4-ec. 

• a 

o/ v H" 1 2 

. C(n — 1 )« x -+-ec. 

Quindi sarà — - — . e eli altri coefficienti si deterrni- 

(n-t-ija 

neranno, come segue: 

A(n-t-ì )a r 

B - j — —7 

C=- A(n ^a'-—« 
a . 3 a 

A(n-*-t)n(n— i) ^, Bn(n— 1 )^ , C(n— i) j 

a . 3 . 4 a .3 a 

ec. 

Onde se la differenza proposta sarà una funzione razionale in- 
tera di x, la somma per mezzo di queste formule potrà sempre 
ottenersi. Si debba per esempio trovar la somma della quantità 

, . . ax* ai» aax* 

ax ‘-+- 6 x a -t-cx-t-e : sara i-.ax s ~ — h — , 

4» a 4 

_ , bx‘ bx* bar -, cx a ex „ ex , 

2 . 6 x a =-^ — 7 - , 2.cx= , 2e= — , onde 

— 3a a 6 aa a a 



2 (o r 1 -+-àx 1 -4-cx-+-e) x 11 



3aa — 2 b 



i» — ssia-4-ae ba*-3ca-t-6e 



-x a -t- 



’4a” 6a ~ 4 a 6a 

Se la funzione proposta sarà il prodotto di più fattori, i 
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quali siano in progressione aritmetica, e vadano crescendo del- 
la differenza .finita del primo termine, la somma potrà trovarsi 
in un modo più spedito. Sia infatti . , 

y—(mx-+*){mx+a+ma)(mx-*-a->-!tma.) .... (mi+a+nma) ; sara 

Ayz=(mx+a+ma.)(mx-<-a+zma) ( ra i+a+n+i. M «) 

— ‘ (mx-*-a)(mx-+-a+ma) .... (rar-M+'i«®) . cl ^£ 

.... (mx-WM-nma)(mx-wi-+-n-t- 1 • ma—mx—a) 
=(«+i)ma(/8i-HWM«) • • • • (mx-t-a-^nma) . Dunque 
l( mx +a+ma){mx-t-a->-zm*) .... (/fli+a+« fl ) 

(m x-+-fl)(rox-t-o-l-ma) .... (mx-»-ri-t-«ma) ^ c j 0 £ gar à j a 80mn3a 

eguale alla differenza accresciuta del fattore , che precede il pri- 
mo della differenza, e divisa pel numero dei termini della som- 
ma moltiplicato per ma . Così sarà 

(j— q)x(r-»-a) f J-*-aa)(x-4-3a) 
2x(x-*-«)(x-4-a*)(x-4-3a)=— 5^ 

In simil guisa si troveranno le somme delle frazioni, che 
hanno il denominatore in progressione aritmetica, come sopra. 



Sia y 
Aj- 



i sarà 

“ (rai+aj(iar+<i-w»(i| • • • ■ K-w+ nma ) 

-* - 1 



( mx-t-a-t-m a)(rn x-t-a-t-xma ) .. . . («+»+"+' ma) 



(mx-*-a)[mx-y-a-t-ma) .... [mx-t-u-t-nma) 

1 x ( — ■ 

(mx-*-a+-ma ) .... (mx+ai-nmo.) Vmx-*-a-«-/i-*-i -ma mx-t-a 

— (*-»-i)m» . Quindi 

jmr+a||mi+o+m«) .... (mx-HWW-i.n#) 



2 — — ‘ 

(mi+a)(rai-H+'' 1 “) . • • • (mx-t-a-t-n-t-i -ma) 

1 l - , cioè sarà 

' (mr+fl|(nK+a +raa ) 

la somma eguale a meno la differenza diminuita nel denomina— 
tore dell’ultimo fattore , e divisa pel suo numero di fattori mol- 
tiplicato per ma. Cosi per esempio 

a d r 

1 x(x-M*)(x-*-a«)(x-+-3a) Ha ‘ r(jr-H»)|i+sa) ’ 

Nella medesima ipotesi della differenza finita costante po- 
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trà sempre ottenersi la somma «Iella quantità a r .X , ove sia .Y 
una funzione intera di x, cioè della forma b-+-cx-*-ex*+ec. Si 



ponga infatti questa somma 
differenza si avrà 



(A-t-Bx-t-Cx^-k-ec.) , e presa la 
ec.). 



o -r-+-« (A+B(x-t-a)-*-C(x-*-a) *-*-ec..)—a T {A-*-Bx-*-Cx 

cioè 

a X ( Aia 1 — 1 )-* -B(a -i).T-«-C(a U - i)x a -+-ec.)— (b-*-cx-*-ex 3 -*~ec.) 

(+Baa a -*-:iCaa x-*-ec. ) 

(-*-C« a .a rt -t- ce. ) 

(-*-ec. .... ) 

e «lai paragone de’ termini si ricaveranno i valori di A, B, C,f c. 

Si debba per esempio sommare la quantità a X (b-t-cx ) ; avremo 

A(a a — 1 )-*-iJa.a a ==£>, B(a a — i)=c, e quindi B — — - — , 

«« — j 

. [b — ca)a a — b .. „ x n , xt{b — ca)a a — b ex \ 

A—- , e perciò za (b-+-cx)zxa f 1 l. 

(a tt — il» ' tu'* — il» «i a — i 



i io. 



Passiamo adesso a veder l’uso della dottrina esposta nella 
teoria delle serie. Sia y una funzione di a-; se in essa in luogo 
di x si pone successivamente 1 , 2, 3 , 4 . ec. , in modo die ne 
nascano le quantità 

1 2 3 4 «*> ^ x, 

a a a" a!" a ,y a v y, 

queste quantità si dice che formano una serie, della «piale il 
termine generale è y. I numeri 1, 2, 3 , ec. posti sopra i termi- 
ni si chiamano indici dei medesimi, ed esprimono qual valore 
abbia avuto la x , perchè la y si mutasse nel termine sottoposto. 
Due «juestioni si sogliono princijialmente proporre riguardo alle 
serie: la prima è di trovare il terniine generale quando è inco- 
gnito, la seconda, dato il termine generale, di trovar la somma 
de’ termini della serie. 
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Sia data la serie 

a. a , a", a"', a ,y , a v y 

b, b', b", b"', b ,y .... 

C , c', c", €"' 

d, d', d" 



ec. 

•e sotto di essa si pongano le differenze dell’uno all’altro de’ suoi 
termini, cioè b , b', b" , ec. , e sotto ancora le differenze c, c', e«. 
de’ termini di questa seconda serie b, b' , b" , ec. , e cosi in segui- 
to : avremo 

a’ ~a-¥~b , b'—b-*-c , c'—C-*-d , il'zzd-*~e , ec. 
a"zra'-t-//— b"=b-¥- 2 c-t~d , c"—c-*- 2 d-*-e, ec. 
a , "=a"+b"=a+3b- t -3c-<-d , b"'=b+'Ac-*-id-*-e , ec. 
a n '^za'"-\-b'"zza-*-^b-t-t>c-t-4d-*-e , ec. 



Quindi si vede chiaramente che sarà 

, w ( r — i )(jr — a) (.r— i)(r— a)(x— 3 ) 

y=a-r-(x— i )&-*-' ^ c-4- — - o-t-ec. , 

onde se la serie sarà tale, che alcune delle sue differenze, per 
esempio/ - , f, ec. siano “o, nel qual caso le differenze prece- 
denti e, e', ec. saranno costanti, si potrà sempre con questo 
mezzo ottenere il termine generale della serie proposta . Sia da- 
ta per esempio la serie 

1, 3 , 7, 1 3 , 2i, 3 f, 43 , ec., 
della quale si cerchi il termine generale. Le serie delle differen- 
ze saranno 

2, 4, 6, 8, io, 12, ec. 

2, 2, 2, ec. 



o, o, ec. 

Avremo dunque azzi , b— 2, c= 2, d—O ; onde 
y=i-*-a(.r — l)-f-(x — l)(x — 2)=l — .T-t-.r a . 

Delle medesime serie, le quali conducono a differenze co- 
stanti, si può facilmente ottener la somma, che noi chiamere- 
mo S. Infatti è chiaro essere 
a-+-n'—2a-*-b 
a-*-a'-*-a"—'óa-t-Ab-+-c 
a-r-a '-*-a "-t-a" " ’—yi -+4]b-*-nc-4-d 

1 vb +- 1 cc-r-órZ-r-e 



ec. 
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Onde in generale a-+-a'-+-a"-+-a"' -*->-=5 

x{r — i ) , r/.r— a) _ ,. 

—xa-*~ — - — b-+-— c-t- ec. Prendiamo per esempio 

quella serie, di cui abbiamo sopra trovato il tarmine generale, 
ov’era a=i , b~i , c~i , d~o , ed avremo 

«5 O 

Ma per avere un resultato più generale si osservi , die es- 
sendo Sz=a-+-a'-t-a" . . . . -*-y , sarà 5 — ) la somma della medesi- 
ma serie diminuita del suo ultimo termine y . Dunque allorché 
x diventa x— i , S si cangia in 5 — y, ed in conseguenza y è la 
differenza finita di S—y, essendo ì la differenza finita di x, cioè 
A (S — y)rry, e quindi SzzXy-t-y-t-C . La somma Xj si deve pren- 
dere nella ipotesi di Ar=i , e la costante C si deve determinare 
ili modo, che ne risulti ò’zr al primo termine della serie, quan- 
do x=i, o pure S—C , quando x=ro. Per darne un esempio, 

prendiamo a sommare la serie 3 a, Sa 1 , 7 a s , (i-t-ax)a x . 

Sarà dunque 



£=Z . a r ( 1 Hr-ax)-t-a X ( 1 -t-a x)=g X (j^— ì~~Jt) "*•***( 1 +**)-*-C 

=s I+l +^4“)+C . Facendo xr=o avremo 

\a — 1 ^(a—1) 1 / 

ti{a — 3) . , ,, afa — 3) . .. 

; --*-C=:o, cioè C— — — , e quindi 

(a — 1 )» ’ (a — i) a 1 

c X-H! ax / xh-i \ a — 3 

A— a. . 1 -la — ai- — . 

a— 1 \ /[a — i) a 

Si debba per un altro esempio sommar la serie, che ha per 



termine generale 
» 1 .a 



1 a. 3. 4- 



— r . . . cioè la Serie 1 , 

r(r+i)(r-M| .... (x-t-n — 1) 

, ec. Abbiamo trovato di 



1.3.3 . . . . (n— a)n 



n-t-i ’ (n-*-i )(n-*-a) * (n-t-i)(/i-t-a)(n-+-3J 
sopra, che posta a— 1 , è 

2 i a.3 . ... n 

x(x-*-i)(x-i-a) .... (x-4-« — 1 ) 

, c t .a.3. ...(/ 1 — a)/i 

nnque x{x-M)....(.r-«-n— 2 ) x(x-*-iJ....(x-*-n— 1 ) 

_ 1.33 .. . In- 3)n / n — 1 \ r 

ri — a)^\ x-t-n — 1 / 



-4-1 )(x-t-3| .... (x-«-/i — a) 
1.3.3.. ..(n — i)n ,, 



x(x-*-ij .... (xi-/i— a) 
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S=o=C— 



.a.3 .... In — ?)n 



[x-r-n— i, 



-. Facendo x=o abbiamo 



cioè C— ; onde finalmente 

v — i 



s=- 



1.2.3 .... |e--»)n 



■. Se si suppone x infinita, 
« — i (x-i-j )(.<-*—!) .... pr-4-n — ij 11 

svanirà il secondo termine del valore rii ò', ed il primo esprime- 
rà la somma della serie continuata all’ infinito. 



CAPITOLO III. . 

Del Calcolo Differenziale in generale , e della differenziazione 
delle funzioni di una sola variabile . 



1 1 1. 

.Abbiamo veduto che la differenza finita di qualunque funzio- 
ne y della variabile x ha sempre questa forma 

A>— .'/Ax-+-/TAx a -*-CAx 5 -»- ec. , 

ove A, B, C, ec. sono funzioni di x, le quali abbiamo sopra 
ingegnato a trovare: quindi sarà 

^——A-i-BAx-t-CAx 3 -t- ec. 

Ax 

Ora è chiaro, che diminuendo continuamente il valore di Ax, 
quello di ■—_ và sempre accostandosi ad A , senza mai giunger- 
vi: dunque A è il limite al quale và sempre approssimandosi il 
valore di^i. Se per denotar questo limite ci serviamo del se- 
gno ^ sostituendo la caratteristica d all'altra A, ed usando la 

medesima maniera di scrivere, avremo 4^ ~A . La ricerca di 

dx 

questo limite è l’oggetto del Calcolo Differenziale , i termini 
dy 

dx, dy della frazione si chiamano differenziali , o differenze 

infinitamente piccole del prim’ordine, differenziare significa tro- 

dr 

vare il valore della frazione -fi - , cioè quella quantità A tale, 

che ~zzA. 
dx 
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Qnindi è evidente, che per differenziare una funzioneriua- 
lunque y della variabile x , non si ha da fare altro che cercarne 
la differenza finita , nella quale trascurate tutte le potenze su- 
periori di Ar, quello che rimane ci darà il differenziale cercato, 
se alla caratteristica A sostituiremo l’altra d. Sarà pertanto fa- 
cilissimo il differenziare qualunque funzione, come lo mostrano 
i molti esempi seguenti. 

La differenza tinita del logaritmo di x ha la forma (108) 

, , Ar Ar J Ar> . , dloc.r r 

Alog..r= — -3 — - — ec.; quindi sara — , cioè 

0 x . xx J ox> 1 dx x 

d.\o".x—-^. Onde se , prendendo i logaritmi avremo 

lo2.r=vilog.jr , e differenziando — , cioè 

0 0 y x 

, , m m—i , c 1 - 

dy—d.x —nix dx . Oe avremo y~ ~ =x 



facendo 



Hi~ — n otterremo dy^-d . — = : e quindi 

J n «-*-1 x 
x x 

. r dx , 1 zdx 1 3 dx „ 

d. — — . d. — = — , d. — - — — , ec. oe sara 

x x 1 x a x‘ x 1 a: 4 

£ 

y=zy / /' x P ~x n , facendo m —y l troveremo essere 

rul ; n _ n 

d. y/ x p ——x n drzz^dxy/ x P e s e /> è negativa avre- 



mo d 



dx 



— £L . — - . Cosi per esempio 

| /> n y/xP ^ 1 

d -\ d - ’ d - \ ///x= ~ 

y ly/ x* 1 

d.xi/x=z —dxt/x , d.x*/xz=. ~xdx[/x, d. — L 
a 2 y x 

j 1 3 dx 3 ' 0JÌV ■ 3 



4 j/ ** 

_ dx 
xx\/x 



xY / x 



zx 
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dx , i a dx 



,d. 



i 

y/ x 

i ’ ^dx j I 

3 J — 3 / > T/" 

x^/ x Sx'j/ x x^/' 3 



'/x $xy/ x y/ x* 3xp/. x a 



5Jx 



3 / 

3x*j^/ x* 



Se y=zap+J>q-*-cr-+-ec. , ove a, b, c, ec. sono quantità co- 
stanti, e p, q, r, ec. funzioni di x, sarà dy—adp-*-bdq-\-cdr-*-e c.: 
onde se sapremo differenziare le funzioni p , q, r,e c. , avremo in* 
sieme il valore di dy. Sia per esempio j=aH-Àx-t-Cx a -+-ex*-v^x 4 , 
sarà dyxzbdx-+-zcxdx-*-$ex*dx-+-tfx , dx . Sia 



y=a\/x- 



dy— 



x [/. 

adx bdx 
a|/ x x* 



— t-ely/ x*- 
X r 



/ 






, ed avremo 



cdx zedx 

-t- — 



4 fdx 



3|/x 3x a 






Se p è una funzione di x, della quale si sappia il differen- 
ziale, si avrà ancora quello di p n , che sarà eguale ad np l ~ l dp. 



Se per esempio y=(a-+-x/*, sarà dy^n{a-\-x) n ' dx\ 

r , _ .,—i , , axrfx 

se yzz =(a , H-x*) , sarà dy— — — ; se 

J a*-t-x* ' ’ J (a“-+-x*) a 

_ s, . „ .. . , bdx-*-ocxdx-*-3ex 3 dx 

y=J/(a-t-ox-*-cx»-H«x 1 ) > Sara dy — — • 9e 

ap/(o-*-Ax-e-cx a -*-«x » ) 
a i 

3 / T 8 — T 

y=j / {a* — x*)*=(a* — x 4 ) , sarà dyxz— yx'rfx(o 4 — x 4 ) 3 



8x*<fx 



(a 4 — x 4 ) 



.Seyx^/ (i 



J V 

(a 1 — x a )/ ’ 



facciamo ? —Pi 

[/(i — x a ) x-t~(/(a* — x*) 

r=y / ('-*-p-<i)' , e df=z - j i 



j/(i— x*) x-r*l/(a i — x a )J 
= 7 , ed avremo 



4j/ // (!-*-/' — y) 



ma 



Tom. II. 
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xdx 



(i— * 3 4/(i— *•)’ 

— dx-xxd x-\/(a 3 — x 3 ) xdx— dx\/(a 3 — r ») 

lx-tff/(a 3 — x 3 )] 3 — [x-*-(/(a 3 — x 3 )] 3 l/(a 3 — x 3 ) 

dunque sostituendo questi valori avremo 

3xrfx 3rfx[x — [/(a 3 — x 3 )] 



d 3 



_(i— x 3 )t/(i— x 3 ) [x-s-t/(a 3 — x a )J 3 |/(a 3 — x 3 ) 









x-+q/( 



i ) 

a 3 — x 3 )' 



Se ^7 e 7 sono due funzioni di x, le quali si sappiano diffe- 
renziare, si potrà ancora differenziare la quantità y^pq . Infatti 
prendendo i logaritmi avremo log.y=log./M-log.? , e differen- 
ziando cioè dyzzqdp-xpdq . Nella stessa maniera 

r p ? . 

si troverà d.pqr~pqdr-+-prdq-xqrap , 
d.pqrs^pqrds-x-pqsdr-y-prsdq-y-qrsdp . Sia per esempio 

y=x|/(a 3 — X 3 ), avremo ^ (a ,_ r>) 

sia y=x(a 3 -»-x 3 )l/(a 3 — x a ), sarà <*J=^x(a 3 -i-x a H/(a a — **) 

, , x 3 (a 3 -t-x 3 )dx . , , (a 4 -+-a 3 x 3 — 4x 4 )rfx 

Siano p e q come sopra , ed \ avremo prendendo i lo- 
garitmi log.^crlog./? — log.?, e differenziando cioè 

j j — _P dl ) _qdp—pd</ gj a esen ,pj 0 j avremo 

!/(» — x») 

,/• • |/(— )’ 

xJ.rV ( t —x a ) 2 xrfxl/( l —x 3 ) 

avremo dy—- 



q q 3 ~ q 3 ‘ ■ ~ a 

(a 3 -*-x 3 )dx— 2 x 3 dx (a 3 — x 3 )rfx S(> 

« ) : m / _ » . _ 01 \ a * 



(a 3 -+-x*) 3 



(a 3 -*-x 3 ) 3 



sara 



— xr/x 



|/(,*-x 3 )i/ / (i-x 3 ) 3 3)/ (i— x 3 ) 4 



2 xdx 



l/( 



j—*»)}/ (t— X 3 ) 3j/(t— X 3 )!/^ (l— X 3 ) 
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—xdx —xdx 



3|/(i— x*)\/ ( i — ar a ) 3|/ ( 1— x 3 ) ! 

- -.{A’-*-) ■ 



infatti 



f/ (i-x« 



) 

Passiamo a cercare i differenziali delle funzioni trascender 

iIjc 

Vi; e siccome abbiamo già veduto essere rf.log.x= — , 



avremo 



■idx. 



ìdx-r 



d. iog.x = iog.x, d. Iog.x = '-j-log.x , ©d in generale 



ndx 



d.log.x =— —Iog.x . Sia adesso _y=log. Iog.x; facendo 

, . dp dx 

Jog.x=^> avremo dy=.~xz.^-^' e cosi pure troveremo 

d. log.log.log . xzz — . 

x!og.xXlog. Iog.x 

Per avere i differenziali delle quantità esponenziali sia 
yzzp^ , essendo p e q funzioni di x, e prendendo i logaritmi 
avremo q\ogpzx\og.y , e quindi differenziando ^-=^/^log./»-e~^, 

cioè dy=d —p^ dq\ogp-*-qp1~ l dp . Se p è una quantità co- 
stante —a, sarà dp~o, e d.cfl—cfldqìog a ; e se per e indichia- 
mo quel numero che ha per logaritmo iperbolico l’unità, avre- 
mo d.e^—e^dq. Si potranno quindi facilmente differenziare an- 

x 

che le formule esponenziali più complicate. Infatti, se 3 — e , 

x 

facendo e x xzp avremo d.e^~e^dp—e e .e^ dx, e così pure 
x x 

e e e e e x x r 

d.e —e .e .e dx . Sia y —jfl , ove p , q , cd r sono fun- 
zioni di x; facendo q~z avremo dy=.p\lz\ogp-\-zp~ 1 dp ; ma 
dzzzq r dr\aa.q+.rq r ' dq , dunque 

d P q =p q ■q r (drlogpXh%.q+ T -!?^—+'^ . 
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Le differenziali delle funzioni trascendenti nate dal cer- 
chio si troveranno nel modo seguente . Abbiamo (io8) 

A r 1 

Asen.xzzAxcos.x sen.x— — j-cos.x-t-ec. 

a a .3 

dunque </.sen.xr^/xcos.x , e nella medesima maniera si troverà 
rf.cos.xr; — dxsen.x. Le altre funzioni di cerchio si esprimono 
tutte per mezzo de’ seni e de’ coseni , dunque di tutte potrà aver- 
si il differenziale. Infatti d.tang.xzz f 



dxten.x dx , ,cos x , 

=: , a.cot.xrra — — dx- 

cos.x cos.x sen.x 



dxcot.x 



d.sec.xzzd — ? — —■ 



dx »en x 



- =</xtang.xXsec.x . 



Restano quelle funzioni di cerchio , che sono le inverse del- 
le precedenti, cioè gli archi, de’quali sono dati i seni, i cose- 
ni, ec. Sia pertanto y=Arc. sen.x ■ sarà x=sen.y , e dxzzdycoa.y, 
dx 

cioè <LArc.sen.x=: Sia}-=Arc.cos.x=Arc.sen.j/(i -x“), 

l/(i-x*) 

e sarà d. Arc.cos.xsz-'-V^ '~~ X — — . Sia 

x j/(i — x 1 *) 

y=r Are. tane. x= Are. seo. , e siccome d.— 

J 6 l/(i-+-x a ) y/(i-*-x*) 

zs — , e I / 1 )= — ; , avremo 

d V V l-*-X 3 ' l/(l-t-X a ) 



(I +*')* 
d. Are.tang.x= . 



d |/(i -*-x 3 ) j -t-x » 



ti-+-x“) : 



y=:Arc.cot.x=:Arc.tang. avremo ponendo qui sopra ^-in luo- 
go di x , <?/=:—■ — — ; • Se y=Arc.sec.x=Arc.cos. — , avremo 



^ i_\ xj/(x 3 — i) 






le 
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Dalle cose precedenti apparisce, come si trovi il differen- 
ziale di qualunque funzione y, il quale avrà sempre la torma 
dyxzpdx , essendo p una funzione di x . Siccome nel calcolo del- 
le differenze finite si considerano oltre le prime differenze anche 
le seconde, le terze, ec. ; cosi nel calcolo differenziale si ha ri- 
guardo ai differenziali degli ordini superiori. Per ben compren- 
derne la natura si osservi, che la differenza seconda della fun- 
zione y è sempre cosi espressa: 

A 3 yzzA Ax*-+-£A a x-r-CAx '-+-D AxA 3 x+EAx « -4- ec. 



onde si deduce 



A»r . .,A»x A»x 

T~rr— A-+-B -r hCAr-h D Ar— - 

Ar a A r a Ar a 



-ZTAx^-r-cc. 



Quanto più Ax diminuisce. 



tanto più il valore di 



Aa» 



•I 



j\ 2 -r 

accosta ad essere espresso da A-i-B——; onde se sostituiamo al- 
alia caratteristica A l’altra d per esprimere i limiti, ai quali 

A a V . A 8 ir 

vanno continuamente accostandosi i valori di — — e di — — , a- 



fj 2 y // a JC • 

vremo -r^-—A-+-B — - , cioè d 3 )~Adx 3 -*-Bd 3 x , e questo è ciò 
a. r* </x» * 

che si chiama il differenziale secondo di y. Ora siccome la dif- 
ferenza seconda si ricava dalla prima nella medesima maniera, 
che la prima dalla funzione proposta , cosi il differenziale secon- 
do si deduce dal primo con la medesima operazione , che il pri- 
mo dalla quantità finita. E poiché, essendo yxxmn , abbiamo 
dy=mdn-*-ndm , se sarà dyxzpdx, avremo d 3 yzztlpdx-t-pd 3 x . E 
l’istesso si dica dei differenziali terzi , quarti, ec. 

Nel prendere i differenziali di second’ ordine, e degli ordini 
Superiori si suole assumere per costante il differenziale di qual- 
che funzione: questa supposizione, siccome rende eguale a zero 
il differenziale secondo della medesima funzione, cosi serve a 
dare una espressione più semplice ai differenziali superiori. Noi 
riserbandoci a trattare in seguito questa materia con tutta l’e- 
stensione , cercheremo intanto i differenziali degli ordini supe- 
riori nella supposizione di dx costante . Siccome adunque 
d*xxzc , avremo d 3 yzxdpdx , o pure supponendo dpzzqdx , 
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d i y^qdx* . Sia dq—rdx, ed avremo d' yr=.dqdx 2 zzrdx > ; sia 
dr=.idx, ed avremo d*y—tdx* , e cosi in seguito. Dunque me- 
diante la differenziazione delle quantità p , q , r, s , e c. si otten- 
gono in questa ipotesi semplicissimamente espressi i differenzia- 
li di qualunque ordine della funzione y . Siccome p è una quan- 
tità finita, così i differenziali dt, dy, i quali hanno tra loro un 
rapporto finito, si dicono omogenei; e poiché in paragone di dx 
svaniscono le potenze superiori di dx, le medesime si dovranno 
trascurare anche in confronto di dy . Così essendo q, r, s, ec. 

quantità finite, il differenziale d v sarà omogeneo con dx" 1 ,t& 

in confrontodi d m y si dovranno trascurare i differenziali dx m ~*~ n , 

come in confronto di dx m i differenziali d m ~*~’ l y , purché sia n 
positiva. Vediamo adesso come si trovino i differenziali superio- 



ri in qualch’ esempio. Sia y=(a-+-.r) ,,t ; avremo 



dy—m(a-*-x) m 'dx, e quindi d*yzz n(m — i )(u-t-r) f " "dx* 

fìl'—ti 

d i y=.m(m—ì)(m—2)(a-^-x) dx * , ec. Sia y— log.(a-+-x) ; sarà 
. dx dx 3 2djr* .. 6 dx* 

d, y=~J^Iy> - pc - 

Sia \~a ; sarà dy=Zina dxiog.a , d^y^n* a dx 2 log.a , e 

generalmente d n yzzrn l a’ 1X dx n ìo$.d l . Sia finalmente ynsen.x; 
avremo d)*zztlxco».x , d 2 yz^ — dx 2 sen.x, d*y~ — dx 1 cos.x , 
d*yzzdx* sen.x, d'yzx/l x s cos.ar, ec. 



.m — 2 



CAPITOLO IV. 



.Dei differenziali delle funzioni di piu variabili . 

Ji 3 . 

Se z è una funzione delle variabili x, y, u, ec. avremo 
Azn=^Ax-t-/lAy-*-CAu-t- ec. -+- D A.r 2 A’ Ax Ay-+- FA j ? 
-*- 6 ’AxA«-*-//A vAu_(-/A« 3 - 4 - ec. , 
e quindi 

W ì>^ / 4> C È- + ' oc - +D*x+EAy+FAyg 

-4-Cà«+// A ec. 

• Ax A xi 



\ 
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la qual’ equazione esprime la relazione che hanno tra loro le 

quantità . ec. Le differenze A.r, Ay, A u , ec. va- 

n Ax Ao- Ax 



dano continuamente diminuendo, e l’equazione (a) anderà sem- 
pre approssimandosi a diventare 

Ar „A y _A u 

A -r Aj? Ay 



Usiamo la caratteristica rf in luogo di A per esprimere il limite , 
al quale vanno accostandosi le quantità ec., ed avremo 



e dx=.Adx-+-Bdy-+-Cdu-t-ec. 

di z. 



dz , n dy „du 

rfi ^ dx C dx ' 



-ec. 



e questo si chiama il differenziai* 



Siccome nel calcolo delle differente finite, così nel diffe- 
renziale le funzioni di più variabili si differenziano nella mede- 
sima maniera, che le funzioni di una sola variabile. Ma per 
giunger più facilmente al differenziale cercato si osservi, che 
egli avrà sempre la forma dz~ A dx-*-Bdy-+-Cdu-*-ec. Adesso, se 
tutte le variabili fuorché la x si supponessero costanti, essendo 
dyzzo, du~o , ec. sarebbe dz—Adx : così pure sarebbe dz~Bdy , 
o dz—Cdu, ec., se tutte le variabili fuorché la y, o la u, ec. si 
supponessero costanti . Quindi si licnva questa regola per diffe- 
renziare le funzioni di più variabili. Si prenda successivamente 
il differenziale della funzione per rapporto a ciascuna variabile 
supposte tutte le altre costanti, e la somma di tutte queste par- 
ticolari differenze darà il differenziale cercato. L’islcssa regola 
può usarsi anche per differenziare le funzioni di una sola varia- 
bile, quando sono molto complicate. Si prendano i differenziali 
di ciascuna parte della funzione, supposta questa variabile, e 
tutte le altre parti costanti, e la somma di queste parziali diffe- 
renze sarà l’intero differenziale della funzione. 



114. 

Le quantità A , B, C , ec. , che dipendono dalla medesima 
funzione z, hanno tra loro alcune relazioni, die molto interes- 
sa di conoscere . Ad oggetto di rinvenirle si osservi che, se la 
funzione z delle due variabili x ed y6Ì differenzia due volte pri- 
ma supposta la sola a: variabile, poi la sola y, si otterrà il me- 
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desimo risultato , che si avrebbe, se viceversa si differenziasse 
prima supposta variabile la sola y, poi la sola x. Rappresentia- 
mo infatti la funzione z con la caratteristica <p(x, y) , col qual 
seguo indichiamo una funzione qualunque di x e di y, ed il 
suo differenziale nell’ipotesi di jc sola variabile sarà 
<p(x-*-dx, y)—f(x, y): questa quantità si differenzi adesso posta 
y sola variabile, e si avrà 

<jl(x-Wx. y-t-dy) — <p(x-i-dx . y) — f(x , y-*-dy)-+-f(x , y ) . Ora vice- 
versa differenziamo la funzione <p(x , y) supponendo variabile la 
sola y, ed avremo <p(x, v+rfy) — p(x, y), che adesso differenziata 
nella ipotesi della sola x variabile ci darà 

<p(x-*-dx, y-+-dy)—fi(x , y-w/y) — p{r-+-dx , y)-+-f(x, y) , cioè il me- 
desimo resultato, che sopra. Per applicar questo principio alla 
differenziale dz—A 1 x-\-Bdy si osservi, che Adx è la differenzia- 
le di z nella ipotesi di y costante, e Bdy la differenziale di z 
netla ipotesi di x costante. Dunque la diffcienziale di Adx nella 
supposizione di jr costarne dev’essere eguale alia differenziale di 
Bdy nella supposizione di y costante. (Questa condizione dev’a- 
ver luogo, perchè la quantità Adx-*-Bdy sia la differenziale di 
una funzione z, o come si suol dire, perché sia una differenzia- 
le esatta . 

Per esprimere questa condizione in una maniera più pron- 
ta, ci serviremo della caratteristica introdotta dal Sig. Fontaine. 
Egli per denotare nella differenziale ds^.Adx-+-Bdy il termina 



Adx si serve del segno (*j^dx , e così del segno ^~^dy per de- 
notare Bdy. Quindi ì non significa che il differenziale di z 



preso nell’ipotesi di x sola variabile, e divido per dx\ le paren- 
tesi servono per distinguere questa differenziale particolare dal 

rapporto , il quale esprime il differenziale di z preso in tutta 



l’estensione senza la considerazione di alcuna variabile suppo- 
sta costante, e diviso per dx . Secondo questa maniera di scrive- 
re il differenziale di z si esprimerà cosi; dzzz ‘^^dxs- ^ ~j~)dy » 

ovo i termini {^j^dx, (~JJjdy *> chiamano differenze parziali. 

Nell’iste9so modo (j—j ) significa il differenziale di z preso du« 
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Volte nella supposizione di x sola variabile, e diviso per dx 1 ; il 
segno ( i significa il doppio differenziale di z preso prima 

nell’ipotesi della sola x Variabile, poi della sola y, e diviso per 

( d* z \ 

— — p J esprime il doppio differenziale dia preso 

viceversa prima nell’ipotesi della sola y variabile, poi della sola 
x , e diviso per dydx . La proprietà dimostrata nel principio di 

questo articolo si potrà dunqueenunciare così : ^ — ( jy.jj '} * 

La quantità ^ ^ significa il differenziale di z preso prima per 

rapportoadx, poi per rapporto ad y, e finalmente per rapportoad 
« , e diviso per dxdydu. Siccome in questa formula possiamo delle 
Hu&ntitiidx,dy,du permutare le due prime-, ole due ultime, avremo 

( v V Ì = ( / V " t~Ì • Permutando nella seconda 

di queste formule i due ultimi differenziali , e nella terza i due 

primi avremo ancora ( 5 ^)=(-^^)=(_^-), efinaj. 

mente permutando nell’ ultima di queste formule i differenziali 

dx e dy otterremo ~(^lud^dx ') : onc *° apparisce che i 

differenziali dx, dy, e du possono in qualunque modo permu- 
tarsi. Seguitando il medesimo discorso ci persuaderemo in ge- 
nerale, che nel differenziare pi ù. volte una funzione possiamo 
seguire quell’ordine che più ci piace, sicuri di giunger sempre 
al medesimo resultato. 

Adesso si potrà comodamente esprimere la condizione che 
deve aver luogo, perchè una differenziale sia esatta. Se 
sldx-y-Bdy sono i termini di questa differenziale, dovrà essere 

i^)dxdyz4^dxdy, cioè (j£)=(g) • 

Supponghiamo adesso , chea sia funzione di tre variabili 
x, y, ed u; il di lei differenziale avrà la forma 
dzzzAdx-+-Iidy-+-Cdu . Se supponessimo u costante , sarebbe 

dzzzAdx-y-Bdy , e quindi similmente supponen- 

do costante y o x vedremo dover’ essere (~j~\ r(j^ , 

Toni. II. 4 
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(zMf)- D '' n,i “' acciò la differenziale Adx-+-Bdy-*-Cdu 
aia esatta, devono aver luogo le tre condizioni, (^x) > 



(zMc) -■ (SMD- E ■*"' istessa maniera si troveran- 
no le condizioni per le differenziali di un più gran numero di 

variabili. _ _ 

Oltre le condizioni precedenti , che appartengono ai diffe- 
renziali esatti di qualunque funzione, vi e una proprietà degna 
di osservazione, che compete ai differenziali delle lunzioni omo- 
genee . Sia infatti z una funzione omogenea di n dimensioni 
delle variabili x,y, u, ec., e sia dz—Adx-*-Bdy-*-Cdu-*-ec. il 
di lei differenziale. Facendo y=.tx, uxzsx , ec. la funzione z 

prenderà la forma Px”, essendo P funzione delle variabili t,s, 
ec. ; e se supponghiarao dP^pdt-t-qds-t-ec. , avremo 

dz=x n pdt-*-x n <jds-*-ec. -wiPx" - 1 dx . Ma siccome dyxxtdx-^-xdt, 
du=sdx-y-xds , e c. , abbiamo ancora 

dz=Adx-*-Btdx-4-Bxdt-t-Csdx+Cxds+ce. Quindi , dovendo que- 
sti due valori di dz essere identici , avremo 

A-*-Bt+Cs- i-ec. z=nPx n ~ l =^r. ci ° è Ax-*-By-*-Cu-t-e c. —»z . 

Dunque i differenziali delle funzioni omogenee hanno questa 
proprietà, che se invece di dx , dy, du.ec. vi si sostituiscono 

* * > ' • » .. nnano mini lo maila. 



respetti vamente le quantità *, y , u , ec. , ne nasce quella mede- 
sima funzione moltiplicata pel numero che esprime la sua di- 
mensione, della quale si ha il differeuziale. Questa piopneta si 
può enunciare così: se z è una funzione omogenea di n dimen- 
sioni , sarà sempre (^)-e-ec. =nz . F. se z e 

una funzione di nessuna dimensione, cioè se n=o, sarà 
x ^^y(^)+u(^)-^ec.=o . Viceversa adunque se avremo 

l’equazione (J) ^ e ° - ^ Z U " a fUDZ '°' 

ne omogenea di n dimensioni delle variabili x, y , u, re. 
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a 7 



Finora abbiamo parlato delle condizioni , alle quali devono 
soddisfare le differenziali esatte del pnm’ordine; passiamo ades- 
so a cercar più generalmente le condizioni, ohe devono aver 
luogo, perchè una funzione di qualunque ordine, e di qualun- 
que numero di variabili sia una differenziale esatta. Sia dun- 
que §dx una differenziale di un ordine qualunque di una fun- 
zione delle variabili x , y, », ec. , nella quale dx sia stata sup- 
posta costante : posto dyxzpdx , dp—qdx dsxztdx ; 

duzzp'dx , dp'^q'dx, dsz^t'dx-, ec. , si ridurrà la quan- 

tità j? ad esser funzione delle quantità x ,y ,u,ec. , p ,q .... s , t , 
p' , q ' ..... j', t' , ec. Sia z quella funzione di un ordine inferio- 
re , che ha per differenziale pdx, e sarà z una funzione delle va- 
riabili x , y, », ec. p , q , . . . . s, p' , y', . . . . s' , ec. Avremo 
adunque 

d X =dz= (g) Jy+(0Jp . • . -H-(J)* 

■*-& u ^(^y p '- • • • H#)*' 



& 



dJ—Mdx-t-Ndy-t-P dp -t-Q dq .... -*-T dt 

-t-N'du+P'dp’+Q'dq' -rTdt’ 

-♦•ec. 

ed a motivo dell’equazione ^ avr emo 

*=(%)=&(■% r)Aky -m 

-4- ec. 

=£<%) • 
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p= (%)-(^)*- (é^)- h ■ •■ ■ ■ 

-+• ec. 

/ «f»z \ , / \ t 

" + * \ dudqr ~*~\dp'dqP 
-+• ec. 



-(£> 

<*&■ 



-/-ili V 

V rfji/y / 

\dsd q r 



T =(l)=(ì)- 

Nella medesima maniera troveremo IV=.^-d^~^ , 

r=(%biA % )•»=$)**'$)' • 

r =(S) . - 

Se /? è solamente funzione di x, y, e/? , non entrerà jp in 

*’ e siccome n =tXì) ’ ic dP =i d (^)' s&nX N ~% =° • 

Se /? è funzione di x, y,/>, e y, non entrerà q in z, e poiché 

*= • £?=£<) • 
avremo iV-^-+-^^=o . Generalmente, essendo (? una fun- 
zione di un ordine qualunque, e comprendendo un numero 
qualunque di variabili, sarà 

»r dP d 3 0 d'R d*S 

N~ — ■■ h oc. i=o 

dx dx 1 dx* dx * 

dF d*Q' d'R' d*S' 



-V 



dx dx 1 



dx * 
ec. 



dx* 



ec.—o 
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e si avranno tante di quest’ equazioni di condizione, quante so- 
no le variabili meno una. 

Sia orn j 3dx a la differenziale di una funzione z' di un ordi- 
ne inferiore di due unità, e supponendo che zdx sia il differen- 
ziale di z' avremo 

Ma è facile il vedere, che ec. 

\dyf dx dx a dx* 

( dz \—n dR d * s ( dz \ „ dS 

{^h Q ~d7^d^~ eC - y =/! -S +M - ec ' Dunque so- 
stituendo questi valori nell’equazione precedente, avremo 

„ dQ *d a R .d>S 

F— 2 — ì-h- 3 — 4_ Hec. —o . 

dx dx 1 dx * 

Se f? dx • è la di/Ferenziale di una funzione di un ordine in- 
feriore di tre unità, zdx 3 sarà la differenziale di una funzione 
di un Ordine inferiore di due unità, e perciò 

(è)- =° > 

e sostituendovi i valori di ($)•(£)•“•• 

* ~ ,dR ?d*S 



e- 3 7. y 



— cc. zro 



Quindi apparisce che, se fidx n è la differenziale di una fun- 
zione di un ordine inferiore di n unità, avremo il seguente nu- 
mero n di equazioni di condizione: 

dP d a .Q d'R d*S 
dx dx 3 dx 1 dz* CC ' ° 

P J Q ^ d * R A d ' S 

p - 2 Tx^-d^-^^ ec -=° 

n dR d a S 

Q— 3-t- -+~6— - — ec. =o 
- ^ dx dx a 

P A dS 

R-A^ ec. =o 



CC. 

Questa classe di equazioni appartiene alla variabile y: un’altra 
classe di simili equazioni si avrà per ciascheduna delle altre va- 
riabili, eccettuata la x , di cui il differenziale si assume co- 
stante. i 
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Abbiamo supposto dx costante; se dx fosse variabile, po- 
lendo dv^Lpdv , d'p—qdv , d! qui rdv , ec. * dy^zpdv , 
dpzzqdv , ec. ; du=zp’dv , dpzzq'dv, ec. ; e riguardando come 
costante avremo oltre l'equazioni precedenti per y, m, ec. an- 
che una simile equazione per ar . Quindi nel caso di dx variabi- 
le Inequazioni di condizione per ciascun ordine di differenziali 
saranno tante, quanto è il numero delle variabili . 

Per applicar la teoria esposta a qualch esempio, sia propo- 
sta in primo luogo la funzione di prim ordine Adx-\-lddy , ove 
A e lì sono funzioni di a: e di v; sarà Ìf~A-+-Bp y e quindi 

M $)="• M - 

''"'"i” (5)-'” C^)— • cioè 

come abbiamo trovato «li sopra. 

Sia data la funzione di priin’ ordine e ili tre variabili 
Ad c-t-[ìdy-i-Cdu, ove A, B . e C sono funzioni di x , y, rd u; 

sarà {ì— l+Zìp-t-Cp' , e perciò iV=(^)-t-7'(^;)-+-/>'(^) . P—B, 

• P - C - Avendo adunque in questo 

ffP JP' 

caso le due equazioni di condizione A 7 —* -—= 10 , A' — o , «e 
i sostituiamo i valori di A r , i\P, P, P' , troveremo primiera- 



v 

ine 



cioè 



(7.)-(k)^ ($)-(^)=»- "* — V • c ; 

contengono />', acciò questa equazione sia identica, conviene 
che va<la a zero da per se stesso ciò che moltiplica p ' ; dunque 



non 



avremo = e (ffi- Q- L’altra eq 

dizione diventerà (^)- (^) -/> • (^)“ (^)=° • cioè 



unzione di con- 



vate di sopra. 
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Si abbia adesso la funzione del «scorni’ ordine {Aq+B)dx*, 
ove A e B sono funzioni di x y y, p, e dx è costante. Avremo 

O ■ *=* (%h O ■ ' qttWi 

- ,AA ' 



d_P 

dx 



*(££)-«( 



/d*A\ 

aytìp / ^ \dp*) 



—■(-) 

dx \dp) 



ter* teM^rv » 17- tern * ; ? w/’ 

(v)-Sp • s «'“- 

- dP <t*Q 

tuendo questi valori nell’equazione A r — ftVlemo 

"'[“(77 (S£)"*'(^)~ ( 4 ^] 

Ja qual’ equazione , siccome J e JB non contengono q, si divine 
nello due 

Se la proposta funzione del second’ ordine dev essere la oit- 
ferenziale seconda di una funzione di x ed y , oltre alle due 

equazioni trovate avremo anche la seguente P—iQ—o, cioè 

„ „ . / d A- 

Siccome A e B nop contengono q , dovrà essere yj~J — ° » cloe 

A non dovrà contenere p. Quindi acciò la formula (Aq-t-E)dx 1 
sia una differenziale del second’ ordine di una funzione di x e 

ìdA\ / dA \ PhH\ 

di y, dovrà essere prima (-^}=c, poi W/W “° 1 



(f hsmsk 



d p 
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La teoria esposta in questo articolo, che il Sig. Euler il prima 
dedusse dai Calcolo delle Variazioni , è stata generalizzata, e di- 
rettamente dimostrata dal Sig. Marchese di Condorcet . 

1 16. 

Abbiamo veduto di sopra (n3), come si trovino i differen- 
ziali superiori nella ipotesi che il differenziale dx sia costante , 
cioè, se sarà dy—pdx, avremo d 2 y—dpdxrzzqdx 2 , facendo 
dpzxqdx; cosi ancora d 1 yzx.dqdx 2 —rdx ' , facendo dq~rdx , ec. 
Ma se dx non è costante avremo d 2 yzzdpdx+-pd 2 xzzqdx 2 -*-pd 2 x , 
e quindi 

d ‘ y=dqdx 2 -t- 2 qdxd 2 x-t-dpd 2 x-*-pd ' x-=rdx 2 -y-lqdxd 2 x-t-pd ' x , 
e così in seguito. Se per esempio x n , avremo dy~=nx n 'dx, 
d 2 y~nx n 1 d 2 x-*-n(n — i)x n 2 dx 2 , 

d s yxznx n ' d ‘ x-*-3n(n — i)x n 2 dxd‘x-+-n(n — i )(/i — 2 .)x n ^dx 1 , 

d*y~nx n 1 d*x-t-4n(n — i)x n 2 dxd‘x-t-ìn(n — i)jr" 2 d 2 x 2 

-+-6n(n—\)(n—a)x n ^dx 2 d 2 x-+-n{n — i)(n — 2)(n— 3)x n *dx * , ec. 

Con egual facilità si troveranno i differenziali superiori 
delle funzioni di due o più variabili. Sia per esempio z—xy, 
avremo dz—ydx-\-xdy , d 2 z~yd 2 x-t-xdxdy-t-xd 2 y , 
d * z—yd ‘ x-y-Sd 2 xdy-t-3 dxd 2 y-+-xd * y, d* z~yd * x-+-4 d * xdy 
-+-(>d 2 xd 2 YH-^dxyi' y-y-xd*y , ec. Coll’istesso metodo si differen- 
zieranno le funzioni, che comprendono quantità differenziali. 

n \ ì. 3 dr dxd 2 y — drd J x ...» , 

Cosi sarà d— — , e posta questa quantità ~zdx, 

de dx 2 i 

. . dx 2 d‘v — Mxd 2 xd 2 y-t-id\d 2 x 2 — dxdyd'x 

•ara az~ : : , e 

dx * 

/dx , d A y—6dx 2 d t xd‘y—^dx a d*yd , x-y-i5dxd 2 x 2 d 2 y\ 

j dz \-*-i cdxdyd 2 xd , x — lSdyd 2 x s — dx 2 dyd'x ) 

dx - - dx ‘ 

Quando si è trovato iu generale il differenziale superiore 
senza la supposizione di alcun differenziale costante, se ne po- 
trà facilmente dedurre il differenziale nell'ipotesi, che il diffe- 
renziale primo di qualche funzione di x e di y sia costante. Si 

debba per esempio suppor costante il differenziale di x n ; 
saraa J .x zxnx d 2 x-t-n(rt — i)x dx 2 —o, cioè 
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a(*— i) 



-dx a , e quindi 



. i rt— I . 

dxd 2 x-*~ dx 4 



d 2 a“- 

01 ,— 

- I-— |(.n- , c . 

a-» 

Si assuma costante il differenziale ydx\ sarà yd 3 x-*~d x dyxzo , 
cioè d 3 rxz — , e se supponghiamo dyzzpdx , dp-zxjdx , 

dq~rdx, ec. , avremo d 3 xxz —^—^ — , e differenziando 
d l — ^-pdxd r ^ sostituendo il valore di 

y y y 

d*x , d‘x= ^ — E.^.^Ejjdx* ; e quindi sarà d*xxz— , ' 

-f- m d *l-*El£L+@El - cioè 

\/ a .r/ 

c. 

\ y* y y* ) 

Sia finalmente costante il differenziale , il 

quale posto dyxzpdx prenderà la forma dx[/(i-t-p 3 ) . Avremo 

adunque <f 3 aj/( !-+-/> a )-«- — =o , cioè d*x=.—E2——\ 

I/o-/ 1 ) I -/ 1 



te si troverà 



( pr q 3 . a p*q* \ 


V IH 

f 5^— | 


h p* I -+•/>* ’ ( 1-4 -/>■)*/ 

{ pr ^ (3^—1 )q 3 \^ 




^ 1-f -p 3 (i-f-^a)» j 



d^l — PL. Jl2P*^}r_W*-'ML\dx* , ec. 

V ì+p* (i -*-p*) a ( i -#-/> a ) J ì 

Dalle cose precedenti apparisce, che quando il differenzia- 
le di qualche funzione è costante, si possono esprimere i diffe- 
renziali superiori d 3 x, d‘x, d'x,e c. per mezzo delle lettere 
p, q , r, ec. Ma per mezzo delle medesime lettere si possono 
eliminare anche le quantità dy, d 3 y, d*y,e c. , dunque una 
funzione, nella quale un qualche differenziale sia stato preso 
costante, si può sempre esprimere per le lettere p , q, r, ec. 
e per dx . 

Tom. II. 5 
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Quelle funzioni, che comprendono i differenziali degli or- 
dini superiori nella ipotesi di niun differenziale primo costante, 
eccettuati alcuni casi, de’quali parleremo in seguito, hanno 
sempre un valore incerto ed indeterminato, il quale è diverso, 
secondo che si assume costante il differenziale di una o di un’al- 
tra quantità. Si considerino in primo luogo le funzioni di una 
sola variabile or, nelle quali entra d'x , e niun differenziale è 
costante. Se si pone dx costante, sarà d’acro; se si suppone 

dx* 

d.x 1 costante, sarà xd 3 x-t~dx 3 — o, cioè d 3 xxz — ; se si pone 

costante d.x 1 , sarà x 1 1 d 3 x-*-(n — i)x n 2 Jx*— o , e perciò 
d 3 xzz — ^ 'x ' T ~ • se a ' tr * differenziali si prenderanno co- 
ntanti, ne nasceranno altri valori per d 3 x. Dunque una formu- 
la, la quale contiene d 3 x , ed in cui niun differenziale è co- 
stante, non significa niente di certo e di determinato. 

Adesso per passare alle funzioni di due variabili prendia- 
mo a considerare la formula ^ x-t-xd y ^ _ ua ] e non a j_ 

dx * ’ 

cun valoT fìsso, se non si assume un qualche differenziale pri- 
mo costante. Infatti, se si suppone costante dx, essa diventerà 

e si ridurrà ad ' Y 'j a - supposta costante dy. Ora le due 

formule -j~j- , non sono generalmente eguali: poiché se 

lo fossero, dovrebbero rimaner tali, qualunque funzione di x 
si sostituisse in luogo di y. Ma se facciamo yxzx 3 , posta dx 

xd * Y • • 

costante sarà d 3 y~2dx 3 , ed ■ — — — zx ; se por si pone costante 

dx* 

dyzzzxdx, sarà d 3 yzz2.xd 3 x-*-2.dx 3 ~ o, cioè d 3 xzz — , e la 

formula ^ ~ r — — x. Così se ad y si dassero altri valori, si ve- 
dx a ■' 

drebhe, che in cui dx è costante, c diversa da ~—r — , ov’è 

dx * dx a 

costante dy. Dunque la formula — — ha un valore di- 

verso, secondo che dx o dy si assume costante; e similmente si 



t 



Digitized by Google 



D’ALGEBRA P. III. 35 

troverà, che il di lei valore è in generale differente, se altri dif- 
ferenziali si suppongono costanti. 

Ma quantunque una formula, che contiene i differenziali 
superiori , abbia per lo più un valore incerto , vi sono però al- 
cune formule, che ritengono sempre il medesimo valore , qua- 
lunque differenziale si assuma costante. In esse succede, che 
sostituito ad y qualunque valore in x , spariscono sempre i diffe- 
renziali superiori , e con essi l'incertezza del valore della fun- 
zione. Tal’è la formula ''fa !*™ seponghiamo P er 

esempio yzxx , gara dyzznx dx, 

d*y^znx '‘— 1 d 2 x-+-n(n — i)x n ~ 2 dx 2 , e sostituiti questi valori la 
formula data diventerà 



l dxd*x — nx n 1 dxd 3 x—n(n — l)x n 



dx * z , n — 
— n(n — i)r 



Se facciamo j=q/( i — x 1 ), sarà dyzz 



— xdx 



d 2 yzz — 



l/l *— xì ) 



J l/(‘-* a ) ; 

e la formula data riescirà 



(i-x’) ! 



xd 2 x xd 2 x 1 I e .. 

1 — . Sostl- 

dx‘[/( i — x“) dx 2 [/( i — x“) i_ 

(t-x*)* (|-X> In- 

tuendo altre funzioni in luogo di y vedremo, che la formula 
proposta ha sempre un valore determinato; ma possiamo ciò ge- 
neralmente dimostrare nel modo seguente. Sia '——p, , e 

saranno p z q quantità finite ; avremo dunque d 2 y=pd % x-k-qdx 2 , 
e sostituito questo valore la formula dyà 2 x—dxd 2 y diventerà 
— qdx* , il qual valore non è indeterminato, perché non contie- 
ne ì differenziali secondi. 

In generale data qualunque funzione, la quale comprenda 
i differenziali superiori, senza che alcun differenziale- primo siu 
supposto costante , essa avrà un valor fisso, se posto d\~=:pdx, 
dpzz/qdx, dqzzrdx , ec. si potrà ridurre ad essere una- funzione 
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di x, y,p, q, r, ec., e di dx , distruggendosi i differenziali su- 
periori di x: al contrario essa non avrà alcun valore fisso, nà 
potrà esser di alcun uso nel calcolo. In quest’ultimo caso è la 
formula precedente yd 2 x-t-xd 2 y , la quale sostituito pd 2 x-*-qdx 2 
in luogo di d 2 y diventa (y-t-px)d 2 x-*-qdx 2 , cioè mantiene sem- 
pre il differenziale secondo d 2 x . 

Abbiamo veduto che quelle formule, nelle quali qualche 
differenziale è stato supposto costante, si riducono sempre ad 
esser funzioni di x,y,p,q,r,s, ec. e dx . Se adesso alle quan* 
tità p, q , t , ec. si sostituiscono i loro valori , si avrà^una formu- 
la, la quale, quantunque contenga i differenziali superiori .avrà 
però un valor fisso ancorché niun differenziale si supponga co- 
stante, e vi si potrà poi supporre costante quel differenziale, 
che più piacerà. I valori delle lettere p, q , ec. gli abbiamo tro- 

.. dy dxd 2 r — drd 2 x 

vati di sopra , e sono p—-j - , ?= ~ , 

dx*d , r — 3dxd » xd 2 y-t-3dyd » x 2 — dxdy d * r 

^ • 



( dx , d*y-6dx 2 d 2 xd‘y-^dx 2 d 2 yd ' x-+- 1 ?>dxd 2 x 1 d 2 y\ 
-e - 1 o dxd y d 2 xd * x — i ódyd 2 x 1 — dx 2 dyd*x ) 

dx 7 



, ec. 



Si debba per esempio la formula Ad 2 y-*-Bdx 2 , in cui dx 
è costante, trasformare in un’altra, in cui sia costante dy . Po- 
sto dyzxpdx, dpxxqdx, la nostra formula diventa (Aq-*-lì)dx a : 
adesso nel sostituire il valore di q si rifletta che dev’essere 

d 2 y=. o, e si otterrà la formula — d x-*-Bdi equivalente 
alla prima, ma in questa dy è costante. 

CAPITOLO V. 

Degli usi principali del Calcolo Differenziale . 

11 7 * 

Sia y una funzione qualunque di x, la quale sviluppata se- 
condo le potenze di x abbia la forma seguente 

(i) -* (a) . (3) , (rc) » (n-+-i) «•+• i 

yzzp-t-p' ; x-4 -p' 'x 2 -*-p' 'x 2 ....-*-p' ’x -*-p' ’x -i-ec. 



Digitized by Google 




D’ ALGEBRA P. III. S 7 

Differenziando n Tolte nella supposizione di dx costante a- 



vrenio 



d n y^^i.2.3...np( n ^ ^ dx n , 



,n * («) 

e posta xz=o, d yxzi. 2 . 6 ...np y 



dx 



Cloe 



p' _ ^ facendo dopo le differenziazioni xxzo . 

i.a.3 ...,ndx n 

Quindi mediante la replicata differenziazione di y otterremo i 

coefficienti ec., cioè quella serie, che esprime il va- 

lore di y. Sia per esempio y=log.(i-+-x); avremo />=:1 oe.i=io, 

dy i d*jr i d*y a di-y a 3 

di: i-t-j: ’ dx 2 ( i-t-r ) a ’ dx* (i-r-x) J ’ dx* (i+r) 



-,ec. 



ec. e 



c ' j (i) ( 2 ) 1 (3) r (4) * 

Sara dunque p K _i ,p y , p K ’zz-y , p s ' 

U O 4 

perciò 

I . . X* X* X* X 6 

log.(i+x)=x- —— ec. 

Sia y una funzione implicita di x, cioè sia data tra x 
ed y una equazione, nella quale posto x=o sia yzza . Se vo- 
gliamo ridurre y in una serie della forma 

y=/7-e// i ^x-f-// 2 ^x a -«-ec. , troveremo come sopra 

p^ ^-2 facendo dopo le differenziazioni xxzo , ed 

i.2.3....r> dx n 

in conseguenza yz=a. Sia data per esempio l’equazione 
y 2 -bix — c}— o , nella quale posto x=o si ha y» — cy=o, cioè 
y=o , 0 y—c . Differenziando questa equazione avremo 

2-ydy-t-bdx—cdy—o , cioè ^rr— ; e quindi 



aia 



d*y 



c — a y 



di * (c—xy 



3.4/0 



. , . ( c — 1 dx 1 fc — avi» le — ari» ’ 

d*y a.3.45i* 

dx* (c— 2 yj: ,eC " aJun< l ue prendendo il primo valore d» y, 

cioè zero, avremo p~o , p^^~— p^—~ — a ^* 

c r c* r C‘ ’ 
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j,(4)_;£_, ec. Se prendiamo l’altro valore di y , cioè c , avremo 

p=c „0)__£ (3)__£j_ (4> s** 

Dunque le serie 

b b 1 ai » SA 4 

xh x 1 -) x *h x 4 -4- ec. 

J c c 4 c 4 c 1 

i b » ai * 5i 4 

\~c— — x x x * x 4 — ec . 

c c * c * c 7 

esprimono i due valori di y. 

In questo modo avremo delle serie ascendenti, cioè ordina- 
te per le potenze crescenti di x; se vorremo delle serie desceu- 

detiti, o espresse per le potenze di — facciamo x=y » e sosti- 
tuendo questo valore nella proposta esprimiamo come sopra il 
valore di y per una serie della forma y=p-*-p i, )t-t-p( *)(*-*- ec. , 

r/( J ) tj CjJ 

ed avremo la serie descendente y=p -*-' — h ec. Sia data 

J x x 4 

per esempio l’equazione xy 2 -*- 2 .by— c J x=o, la quale posto 
x= ~ diventa y*-t- 2 bty — c'zzo, e quindi è j=s±c quando t—o . 

Adesso differenziando avremo ~~ — — . cioè p 1 - 1 ^—— b, 

dt bt-t-jr r 

// a r a h*y b a r* . .. , , b* 



dt 4 ' 

»( 1 )— r 






- ■ — - , e quindi — — -5 similmente 

( bt-t-r ) J 1 r =£ac 

-- — ec. ; cioè la doppia serie 

* A» 

3 x ~~ a 



b 4 



4 * X 4 



-*-ec. 



Nello stesso modo mediante adattate sostituzioni si potrà dare 
alla serie quella forma, che più piacerà. 

Sia adesso y una funzione qualunque di n-+-x, che noi in- 
dicheremo col segno <fi(u-*-x) , la quale si voglia ridurre, coma 
sopra, in una serie ordinata per le potenze di x: avremo 

n^)-— / d \ f acent j 0 dopo le differenziazioni x=o. 

* a , nf 

2 .o ndx 

«inu ... , ,. 

Ma la differenza n. di <p(u-*-x) presa per rapporto ad x e di- 
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eiitn» . . 

visa per dx è eguale alla differenza n. di f(u+x) presa per 

rapporto ad u e divida per du ; si faccia infatti u-*-j.—z , e sarà 
d.<p(z)z=dzf(z)=dzf(u-*-x); ora se la differenza si prende per 
rapporto ad x posta u costante, sarà dz~dx , e 
d.<p(u-*-x)=dxfi(u-+-x) , se poi si prende per rapporto ad u, sarà 
d.<p{u-*-x)=du'fi'(u-*-x) , e quindi 

)=f’(u-+-x)=z (^~ — e l’istesso si vede aver luogo 

per le differenze superiori. Avremo adunque 

r,W — / ri 1 \ facendo r=o , cioè 

r ~x.i....n\ , n / 

du 






-ec. 



r (n)_ d n . #/)_ [ e quin(U 
a. 3. . . . ndu n 

, . . d.tfilu) r* x» d* flit) 

t(u-*-x)=f(u)+x — ■+■ — ~ —■ 

il qual teorema, che è dovuto a Taylor , ha un grandissimo uso 
nell'analisi degl’infiniti,* 

Noi per ora ce ne serviremo per risolvere il problema se- 
guente: data una equazione qualunque zzzo tra le variabili x 
ed y, esprimere una funzione qualunque F delle medesime va- 
riabili pery senza x ■ Prendiamo — *' in luogo di x, e Bia 

z' il valore di z quando x si cangia in a?'; e supponendo y co- 
stante avremo 

=o=v ( w) (£)*(*- ‘(^) 

-t-(x — x) 4 ( — f ~ ^-t-ec. 

' ’ Va ..J.qrir */ 

Per determinare la quantità x—x' mediante questa equazione 
facciamo 

. t — x' ~Az' * -*-C z' * -+-T)z ' -*-Ez’ s -e-ec. , 



e sostituendo questo valore nella precedente equazione, e para- 
gonando insieme i termini affetti dalle medesime potenze di z , 
troveremo i valori della quantità A , B. C, ec. 

Si abbia adesso la funzione F, che «i voglia svolgere ti 
una serie data per y, supposta l’equazione zzzo . Se in F pon- 
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ghiaino x'-+-x — x' in luogo di x, e chiamiamo F la quantità, 
nella quale si cangia F , quando x diventa x', avremo pel teore- 
ma di Taylor 

F=F+(x-x')(^+(x-xy (^W ) 1 

e ponendovi in luogo di x— x' il suo valore, otterremo F così 
espressa 

FxzF -+-az -*-bz 1 -+-cz' ! -t-ec. 

Per determinare le quantità a, b , c, ec. si osservi , che in 
questa equazione la quantità x’ non esiste che in apparenza, ma 
deve sparire dopo fatta la riduzione di tutti i termini; onde il 
differenziale di essa preso per rapporto ad x dev'essere eguale a 
zero . Avremo pertanto 

°=(^h (è) z '-KS z '^ ec - 

^ a (è]K 2 Kè) zV3c (è-) 2 ' a - + - ec - * 

quindi, se facciamo paragonando insieme le me- 

desime potenze di z' avremo 






ec. 



Trovati-i valori di a , b, c, ec., avremo F espressa per una fun- 
zione di x' ediy; onde siccome possiamo determinare x'a piacere 
acciò ottenghiamo F espressa per y senza x, facciamo x—f , es- 
sendo f funzione di y. Si osservi che, siccome z e z' sono fun- 
zioni simili di x e di x', potremo usare z ed x in luogo di z' e 
di x', purché ci ricordiamo poi di far da per tutto, terminate le 

operazioni, ir/. Sarà pertanto, posto » 
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/JA % 



, ,, jdF 

dAdA Tx\ 



F=F+zAC^\+z*a(_J±\+.z>A ( ±) 

V" 1 / V vdx ' ' a.idx* ' 



-ec. 



a.idx* 

facendo nel secondo membro dopo le differenziazioni 
_£■—/=: furi/. y. Chi desiderasse una maggior generalità nelLi so- 
luzione di questo problema, vegga una mia Memoria nel Tomo 
IV. della Società Italiana. 

Sia per esempio z una funzione di x e di quantità cognite , 
fe si voglia la radice x dell’equazione z=o. Avremo F—x, 
dF . .. 

22 — i ' e q uindl 



<ÌA 



x—x-*-zA-+-z 1 A — — -+-z J ^ 



.d.AdA 



-ec. 



‘ atte ” ' a.'idx • 
facendo nel secondo membro x eguale ad una qualunque quan- 
tità cognita f. Ma perchè la serie riesca convergente , bisognerà 
prendere per f il valore prossimo della radice che si cerca; poi- 
ché allora la quantità z, che è =0 quando vi si pone il valore 
esatto di x, riesci rà molto piccola, se vi si pone in luogo di x 
un valore assai prossimo al vero . 

Se ponghiamo l’equazione z=o sotto la forma x—f—fxzc, 
essendo /quella funzione di y, che sopra sostituivamo in luogo 
di x dopo le differenziazioni, e <p una funzione qualunque di x 

c di y- } avremo > ed A — *-?—> e risolven- 



do questa quantità in serie 



-o 



e quindi 

M.A* 

ax 






/ dx \ / d* fi \/,lF\ /dtp\/ d*(f> \(dP 

\ a dx ) \adx % ) + \arfx 1 /\irj + \dj/\arf.ra/\dx, 



,a dx* 



-♦-ec. 



Tom. II. 



6 
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4 a 

Ad. Ad. A ^ 
or 



d . / j 

\ a.'idx 1 ) Va. 3 dx‘/ Va. 



d*?> \/JFv 
.3rf**Arfx/ 

/ d»<fl \/ 



L\f±£ly 

> )\*dx»J 



dF 

Ad.Ad.Ad.A-j - 



\ a 3 4<£x» ^ , 

Sostituendo questi valori nel precedente di F, ed osservando 
che s diventa — <f , quando vi si pone xzzf, avremo 

/ d l F \ l d x <fi \i (1F\ 



H 



d*F 



a. 3.4 dx 



Vadx a /V atte a , 

-*©tì&) 

t) 



-cc. 



-ec. 



M-ec. 



■^■(a^Xas) 

-*•@96*7) 

J / rf«F \ 
(i.3.4rfx‘) 

la qual formula , posto (‘^=F ®‘ riduce manifestamente alla 
forma 



_ „ /d.(f>^F\ /d*<fl>F\ ( d* .<p t F\ 

F=F-*-pF+(— d - r y (^ d —y 



-cc. 



nel secondo membro della quale si deve fare dopo le differen- 
ziazioni xzzf . _ 

Se ^ e F sono funzioni di x sola, e ponghiamo J—y , 
avremo 

Fx-Fx-s-* xXF r , 

r.xzzr.x+f.xxr •*-+- — % .Mx* 

facendo xzzv , cioè 
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la qual’elpgantissima formula è dovuta al Sig. de la Grange. 

Per farne un’applicazione sia data l'equazione 

a — bx-t-cx 2 — ex ’-h/jt 4 — ec. =o ; 

ponghiamola sotto la forma 

a cx 1 —ex , -i-fr 4 — ec. 

x—j - — — O 

- , r n , ex a — ex • -+-/r « — ec. .. , 

e facendo F.xz^x , f.xzx: , avremo il valore 

di x n , cioè della potenza n. della radice dell’equazione data 
così espresso; 

, n— i— a n— i- — 1 

n n — i, nd. y ®.v nd % . y «ì.y 

y -*-ny ai.y-t- — — s- 1 -s-ec. 

J ^ r - arfj a.3<ty» 

purché si faccia dopo le differenziazioni. Se per esempio 

si ha l’equazione a — bx-*-cx 2 z^ o, cioè x — — C ^~— 0 , sarà 

e posta tj=i, 

a o*c 5.6a«c* 

ì-t + t-h rr- h jT— -t-ec. 

V/ b ‘ ab 4 a dà » 

Ma all’equazione proposta si può dare anche la forma 

-*-—=o ; in questo caso sarà a>.y=— — , sostituendo il 
c ex J cy 

qual valore, e facendo dopo le differenziazioni avremo 



^ b a a*c 4 a >c ‘ 



5.6 a 4 c» 



c è è* à s a. dà» ’’ 

e queste due serie rappresentano le due radici dell’equazione 
a—-bx~*-cx a =zo . Si veda una Memoria del Sig. de la Grange nel- 
la Storia dell’ Accademia di Berlino dell’anno 1768., la quale 
contiene molte interessanti ricerche in questa materia. 

Abbiamo vedute varie maniere di servirsi del Calcolo Dif- 
ferenziale per l’evoluzione delle funzioni in serie: alcune volte 
«i ottiene l'intento mediante una sola differenziazione. Si deb- 
ba per esempio svolgere in serie la quantità 
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.m 



■ ' ~^ er -) __ . Supponendo questa quantità 

(a'-t-ò'x-t-c'x 2 -t-e'x » -+-f' x * -+-ec ./* 

eguale alla serie A-t-Bx-*-Cx 2 -*-Ex'-¥-ec., e differenziando lo- 
garitmicamente avremo 

w(i-+-2cx-t-3ex j -i-pc.) n(&'-t-2e'x-t-3e'x a -4-eo.) 

a-*-6x-t-cx a -4-ex*-+-ec. a'-t-i'x-t-c’x a -*-e’x 5 -+-et; . 

— — B-t--.Cx-*-3hx -*-<***• ^ e r iJ uce ndo tutto al medesimo 

si lix-i-C X 1 -t-Ex 1 ■+■ ec . 

denominatore, e paragonando i coefficienti delle medesime po- 
ni 

tenze di x troveremo si — — , e 

a ,n 

aa’B-t-nab’A—o 
— mah A 



2aa'C-t-(n-*-i)ab' B-4- 2 nac'A—c 
— (m— i )a'bB-t-(n — m )bb' A 

— zma'cA 

3aa’E-+-(n-*-2)ab'C-t- (an-+-i)ac'B-+- ònae'A—o 

— ( m — 2 )a'bC-t-(n — m -*- 1 )bb' B-4-(2n — m)bc'A 

— (ani — i)a,'cB-*-(n— 2 m)b'cA 

— 3 ma'eA 

4aa' F-*-(n-t-3)ab' E-+-( 2 n-4-2.)ac'C-4- (3n-+-i)ce'C-t- 4 na f A—o 

-(m- 3)a'b E-t-(n-m-t- 2 )òb'C-t-( 2 .n-m-t - 1 )bc'B-*-( 3a- m)bé A 
-(»m-a)a'cC-e(n 2 m-¥-ì)b'cB-t-{ 2 n— 2 m)cc’A 
— (3 m — s)a'eB-+- (n — 3>n)b'eA 

— 4 mafA 

ec. 

In quest’ equazioni i coefficienti numerici dipendenti da n ed 
m verticalmente discendendo diminuiscono della quantità n-+m, 
andando orizontalmentc crescono della differenza n — i ; nel re- 
sto la legge è chiara . 

Altre volte torna conto di passare fino ai differenziali se- 
condi. Cosi per esempio se dobbiamo svolgere in serie la quan- 
tità cos.x, ponghiamo 
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cos . tzz i -t-Ax^-t-Bx* -t -Cx ‘-+- ec . 
e difTerenziamlo due volte avremo 

— cos.xzz2.A-t-ì.4Rx*-*-5-(>Cx*-4-ec.—— i— Ax* — Bx'— ec. , 

e quindi A ==— —, B= - 4 — , C— - ■ ■■■ - come si sà d’al- 

1 a a 3. 4 a.b 4 . 5.0 r 

tra parte. 



jj 7 . 



Passiamo adesso a veder l’uso del Calcolo Differenziale nel- 
la teoria delle curve. Sia data (Fig. 3.) la curva AMN riferita 
all’asse AP per mezzo delle coordinate rettangole AP—X, e 
PM^y. Prendiamo PQ^Ax, ed inalzando dal punto Q l'ordi- 
nata QN, e dal punto A/ tirando A/O parallela ad A\P avremo 
NOzxNQ — MPzxAy. Si conduca la retta A/iV, la quale pro- 
lungata incontri l’asse nel punto S , ed MT tangente della cur- 
va nel punto M . Mediante i triangoli simili MON , SPM sarà 

DC A 

NO : OM=MP : PS , cioè — = ; Se A/O và continua- 

X Ar -• -ri 

mente diminuendo , il punto A andera sempre accostandosi al 

’ - ■ ' p<p i 

punto A/, ed il punto S al punto T ; dunque sarà il limite, 

al quale và approssimandosi il valore di — Ma ~ è il limite 

j. Ar , PT dx . j. , * ' nrrl , ydx 

di ; dunque — — == , e quindi la sottangente PT e — , 

e la tangente MTz=l/(MP * -+- ~PT )— ^l d - * . Tirata 

dy 

la retta MK perpendicolare alla tangente, sarà PK , che si 
chiama subnormale , — MP — * e j a norma j e 



PI 



dx 



MK={/ ( PK -+-PM )~ y^^ x , — ) . Se chiamiamo s l’ar- 



dx 



co AM, sarà l’arco MN—Ss; e quanto più Ax diminuisce. 



Ai 



tanto più il rapporto si accosterà a quello della retta MN 
divisa per Ax , cioè a — — 1 ; dunque prendendo i li- 
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Js fy'(dx a -*-dy t ) 



nmi avremo — 

dx 
MP 



dx 



e ds^ 3 ^/(dx a -y-dy*). 



Siccome -p-p è la tangente dell’angolo , che furma la ret— 
SIP _dv 

PI’ dx ’ dx 



ii • i MP dr dr , 

ta MI con 1 ascissa, ed 777 =: 7- , sara ancora — la tangente 



dell'angolo MTP. Se ~~o, l’angolo PMT( Fig. 4 -) sarà ret- 
to, e la tangente MT parallela all’asse AP. Questo succederà, 
<|iuudo al punto M corrisponderà una ordinata PM che sia un 
massimo o un minimo, cioè che sia maggiore o minore delle pre- 
cedenti e delle seguenti ordinate. Per ben comprendere come 
ciò succeda, sia y l'ordinata che corrisponde all’ascissa x-y-o, 
ed y" quella che. appartiene all’ascissa x— o, supposta a una 
quantità piccolissima. Avremo pel teorema di Taylor 

. dy d*r . d'y d*y 

y—y-y-o - — - f B ; t-*> 4 — z — —, t-ec. , 

J J dx ai/.r» xòdx* xA^dx* 

„ dy d a y rfi| d*y 

y ~y—v — -y-u a — - — — u 1 j — H-o* - — ec. 

J J dx adì 1 z.idx‘ x.i.^dx* 

Ora acciò y sia maggiore di y 1 insieme e di y" , o pure minore 
di y' e di y", convien che sia y- ~o . Posto ciò sarà 



dx 

©» d*y o> d‘y 



d * y 



y ^ a dx* zxAdx' a. 3 4 dx* " + ' ec * 

,, o>i/«r »* d t y e 4 d*y 

J ■’ a dx 3 a.'idx 1 a.3.4 dx* 

Se è una quantità positiva, sarà y minore di y' e di y” , e 

perciò un minimo, se è negativa, y sarà un massimo: in- 

fatti per la piccolezza di o in paragone di — . p-x. svaniscono 

. . . n d 1 y , . . dy 

tutti 1 termini seguenti. Se — — e =0 insieme con senza 



dx 1 



dx 



che svanisca -r^- , non vi sarà nè massimo nè minimo, essendo 
dx‘ 

y maggiore di una e minore dell’altra delle quantità y' , e y" . 

d*r . x , d*y 

Ma se ancora -~ t —o , avremo un massimo quando sara ne- 
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gativa, un minimo quando sarà positiva , e rosi in seguito. Ge- 
neralmente, se svanirà un numero pari delle quantità ^ , 

d*y . . , • , . • 

, ec. , non vi gara nè massimo nè ninnino; se ne svanirà un 

r/x» 

numero dispari, la quantità y sarào massima o minima. Sicco- 
me una qualunque funzione può rappresentarsi per l’ordinata 
di una curva, cosi il metodo de’ massimi e de’ minimi è di un 
grandissimo uso in tutta la Matematica. 

Passiamo alla ricerca del raggio di curvatura. Sia (Fig. 5.) 
una curva qualunque BDF circondata da un filo ADDF, il 
quale abbia una dell’estremità fissa in F, e l’ultra sempre tesa 
lungo la tangente BA . Muoviamo l’estremità A tenendo il filo 
sempre teso, e svolgendo la curva BDF-, è chiaro che il punto 
A descriverà con questo moto una curva AHK . Ciò posto la 
curva BDF si chiamerà ì' evoluta della curva AHK , e le par- 
ti rette AB, HD , KF del filo si diranno i raggi dell’ evoluta, o 
raggi osculatori, o raggi di curvatura della linea AHK. S’in- 
contrino due raggi osculatori DII , FK nel punto S, e preso 5 
per centro si descriva col raggio SMzz i l’arco di cerchio MN. 
E evidente, che quanto più il punto K si accosta al punto H , 
tanto più il rapporto tra l’arco MN e l’arco HK della curva si 
accosterà al rapporto che vi sarebbe tra il medesimo arco MN, 
ed un altro descritto dal punto S come centro col raggio SII . 
Ora questo rapporto non è che quello di i : SH , il quale và 
continuamente approssimandosi al rapporto l : DII . Quindi il 
rapporto dell’unità al raggio di curvatura è il limite del rappor- 
to tra l’angolo MSN, e l’arco HK della curva. Si osservi che 
l’angolo MSN è eguale all’angolo AZK meno l'angolo AVH , 
cioè l’angolo MSN è la differenza finita dell’angolo AVH, es- 
sendo HK la differenza finita di AH . Dunque se chiamiamo 

R il raggio osculatore DH , sarà ~ il limite del rapporto 

KAVH , .. ., ... . d.AVH 

— — T7r , e chiamando perciò s 1 arco AH avremo — = — : . 

A AH 1 K Js 

Per togliere la difficoltà che potrebbe nascere dall’aver noi so- 
stituiti gli angoli agli archi che ne sono la misura, si osservi 
che nel cerchio del raggio =;i è la medesima la differenza finita 
ed il medesimo il diffeienziale tanto dell’angolo quanto dell'ar- 
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co Che lo misura. Posto ciò se prendendo AP per l’asse delle 
ascisse riferiamo la curva AH alle coordinate ortogonali x ed 
y , avremo ds : dx^i : ten.AVH, ds : dyzz i : coi.AVH , e 

• , , ..... d.sen.APH ^ 5 ^‘~ds .. D dr 

quindi sara d.AVHzz — , e perciò ti — — — . 

1 cos .AFH dy ■ t— - 

' ds 



M.£=. 



* v1r%) 

3 

dx(i+P) 



, « d.- = 



dy.dy 

dr dx ‘dr 



quindi ; 



(~£) 



-p-f 

dx 

avremo ancora Rz 



. Ponendo per il suo valore 

ds> 



ds » 
dx‘ 



-ds‘d.$- 

dx 



; e finalmente se si osserva che 



è altresì d.AVUzz 



— d.con.A VH 



— dsd 



dy 



seri .A FU 



dx 



, si avrà quest’ altra 



espressione Rzz — — . Ordinariamente si sogliono distinguere i 

atf 

ds 

casi della curva AH concava o convessa verso l’asse AP, e per- 
ciò si dà il doppio segno al valore del raggio osculatore ; ma 
questa considerazione è inutile, perchè il raggio osculatore deve 
sempre cadere dalla parte concava della curva, come apparisce 
dalla costruzione precedente. 

Quando una curva AFK (Fig. 6. ) è in parte concava e in 
parte convessa verso Tasse AP, il punto Felle separa la parte 
concava dalla convessa si chiama punto di flesso contrario , 
quando la curva giunta in F continua il suo corso verso la me- 
desima parte, si chiama punto di regresso (Fig. 7.), quando la 
curva si rivolta indietro dalla parte della sua origine. Nelle 
curve, che hanno un punto di flesso contrario, l’ascissa AP 
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crescendo continuamente la retta AT cresce essa pure, finché 
il punto P rada in E sotto il punto F di flesso contrario, dopo 
di che essa và diminuendo: onde AT essendo riguardata come 
una funzione dell’ascissa deve diventare un massimo AL quan- 
do il punto P cade sul pulito cercato E . Nelle curve che hanno 
un punto di regresso la retta AT crescendo continuamente, 
l’ascissa AP cresce finché il punto T cada in L, dopo di che es- 
sa và diminuendo; quindi AP essendo riguardata come una 
funzione di AT deve diventare un massimo AE , quando il 

yd r « , 

punto T cade in L. Ma AT^zyj— — x; dunque sara 

d(v'^ — x) ^ 

~o nel primo caso, e ~c nel secondo, e 



dx 



posto dx costante , ■ 



yd ì y 

’ dy* 






dy 

o pure 



y d% y 



—o . Sia dyzzpdx 



no 



l’equazione della curva, ed avremo nel ponto di flesso contra- 
j~=°, cioè 577=0, e — =o nel punto di regresso . 

Si osservi però che qui hanno luogo in tutta l’estensione quel- 
le riflessioni, che abbiamo latte di sopra intorno ai massimi ed 

• ••*• • fi ^ Y 

ai mimmi, cioè affinché l’equazione, j-~ ■ =o dia un punto di 

flesso, conviene che il valore di x ricavato da questa equazione 

, . d* v . , 

non taccia svanire - , o se questa quantità svanisce, svanisca 

altresì < ~~ non svauendo '■ — -. e cosi in seguito. 
dx* di* & 

Mostriamo adesso l'applicazione delle cose esposte a qual- 
che caso particolare. Sia la curva AMN (Fig. 3 .) lina parabo- 
la . alla quale si voglia condurre la tangente MT . L’equazione 
della parabola é y 1 — lai; dunque saià yd)~adx , e la sot- 

tangente —j— — ~~ixz r al doppio dell’ascissa . 

Sia la medesima curva una iperbola . espressa dall'equa- 

• /a 4» 

xione (x*-*iaax); avremo ydyzz — (x-4-o)dx, e la souan- 



Tom. IJ. 
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gente PT~ ~ V — r . r . ed AT— — — , e facendo x in- 



x-t -a 



finita AT — — =a . L’angolo ATM ha per tangente 



ày b( x-+-a) 

dx a\/(x 2 -*-±ax) 



hx b 

, che diventa — , allorché x è infinita. 
ax a 



, 



£ 

. a 



Dunque se prendiamo AH— a , e dal punto A alziamo sulla li- 
nea delle ascisse la perpendicolare AEzdb, la retta HE prolun- 
gata sarà la tangente ad un punto infinitamente lontano dell’ i- 
perbola, cioè non incontrerà mai la curva, quantunque conti- 
nuamente vi si accosti, o pure sarà il di lei asintoto. 

Sia proposto di trovare la massima o la miniina ordinata 
neU'ellisse, che ha per equazione a a y a :=A a (a a — x a ), le ascisse 

partendo dal centro. Avremo — 

dx a 2 y a|/(a a — x a ) 

• i • d 1 y b bx 2 , 

cioè xr=o ; e siccome — — è ne- 

dx 2 a^/(a 2 — x J ) 

a(a a — x a ) 

gativa nel caso di xzzo, l’ellisse avrà la massima ordinata cor- 
rispondente all’ascissa *=o , cioè nel centro. 

Si debba dividere una quantità a in due parti in modo , 
che il prodotto della prima parte elevata alla potenza n nella 
seconda inalzata alla potenza m sia un massimo o un minimo . 
Chiamata x la prima parte, sarà a—x la seconda , e perciò 

x n (a — x) m la quantità , che deve diventare massima o minima : 

■, d.x (a— x) n— i, ,»n n, .m- 1 , 

dunque i - — =nz (a — x) — mx (a—x) =0 , cioè 

dx 

n(a — x)—mx—0 , ed x— ~~~ ■ Supposte m ed n positive la se- 
conda differenza è negativa ; dunque il prodotto sarà un massi- 
mo, quando le due parti saranno " a - , — n — . 

1 u-4-m n-+-m - 

Cerchiamo il raggio osculatore del circolo, il quale ha per 

• , dy a—x 

equazione y 3 zzzax — x a . Avremo , 

dx |/(a ax—x 2 ) 
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i * (ìx / ày* 



6 

(zax — x») * 

3 

dr 3 ) 



>('+'£¥= — 2 — r> c ‘i uindi 



R— — 2 ’lllLxza, 



<b_ 

' dx 



(a ax — x a ) 



cioè il raggio osculatore è in qualunque 



punto eguale al raggio del cerchio, lo che riduce 1 evoluta ad 

un punto solo, che è il centro. 

Si voglia ii raggio osculatore della parabola ( F ig. 5) che 

, a rfr ° 

ha per equazione y 3 — 2 ax. Avremo — — , 



dy a 3 dx 

d te=- 



adx 



aa.rj/aax 



axl/ aax 



3 £ 

e / dv* \i _ (ax-+-o) a 

lux ’V "*~dx 3 ) ~ axl/ax 



3_ 

a 



quindi it= (-x - ^- o) 

axj/ax 2 x[/ 2 ax 



a (sr+fl) 



l/a 



; ove facendo xzzx> 



abbiamo R—a, e quindi la retta AB— a. Se vogliamo 1 equa- 
zione dell’evoluta BD, tiriamo sull’asse AB la perpendicolare 
DR, e la perpendicolare DE sulla retta IIP prolungata, e sia 

BR=U, e DR=u. Sarà PV=^ =«> e I* rciò 

HVza/( 2 ax-*-a 3 ) ; ed i triangoli simili HPP , HED ci da- 
ranno HV: HDz=PV : DE- 2 x-ya , PV : DE— IIP : HE 

^/anj-e 2-ri/aa.r. . Ora abbiamo DE— B R—A P-^- AB , ed 



HE—RD-*-HP; dunque t=3x , u= a ^ /a — , cioè 2 7 au 3 =:St>: 

a 

e perciò l’evoLuta è la seconda parabola cubica. 

Sé si propone di trovare il punto di flesso contrario nella 

xl/ ( a ax—x 3 ) 

curva, che ha per equazione jcr — — - — > avremo 
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d y x‘ — la. r 3 -t-3a*x d* y 



3a*.r — a"t ! 



dx (x — a)‘\/(iax — x 1 ) 

a. a (3a a — x a ) 



</x a (.r— a) ! (aai — x 1 )[/'(2 ax — x a ) 
Quindi facendo ‘L-L—o otterre- 



(x — a) s (aa—x)l/( 2 ax—x 1 ) ' dx* 

dio l’equazione x a — 3a*~o, cioè x=±o[/'3 , de’quali valori il 
solo xz=.a\/3 corrisponde al punto di flesso contrario . 

Cerchiamo il punto di regresso nella seconda parabola cu- 
bica, che ha per equazione j J =ax a . Sarà in essa 



t t 



» 4 



dì ad i d»r a 3 U , r , dx» 

— ~ --a x , e -, — — a x -.dunque tacendo -, — rrc , 

dx 3 dx* 9 1 d>y 

avremo xzzo , e perciò il punto cercato è nella origine delle 

ascisse . 

Per non ritornar più sulle medesime cose, accennerò bre- 
vemente i principj , dai quali si deduce la quadratura , e la ret- 
tificazione delle curve. Sia data (Fig. 8 ) una curva AMN con 
le coordinate APzzx , PMzzy , e posta PQ—Ax , e tirata la ret- 
ta MN, e la retta MO parallela ad AP, sarà NO—Ay. Snlla 
retta AP con un iato costante AB, diesi prendeià per l’unità, 
si descriva il rettangolo ABLP , e si prolunghi la retta BL in 
K . Se chiamiamo E lo spazio AMP , sarà lo spazio curvilineo 
PMNQzzAE , il rettangolo PLKQxzi’X&x—&x , ed il trapezio 

rettilineo PMNQ= ~'~^-— £x . Quanto più il punto A T si ac- 
costa al punto M , tanto più si avvicinano ad essere eguali i 



due rapporti , . 



ar-r-Ar 



Ax 



Ai 

JE 



Dunque prendendo i limiti di que- 
e dE—ydx . Quindi se cerchiamo 



sti rapporti avremo ~j^.—y 

quella quantità , di cui il differenziale è ydx, avremo il valore 
di E, cioè la quadratura dello spazio curvilineo APM . Questa 
ricerca appartiene al Calcolo Integrale , di cui parleremo in 
seguito . 



Per la rettificazione delle curve abbiamo, com’è stato det- 
to di sopra , dszs v /(dx*-\~dy*) . Quindi quella quantità, che ha 
per differenziale | /(dx a -\-dy*) , ci darà la lunghezza dell’arco t. 
Suppongjiiamo adesso che la curva AMN (Fig. 8 ) si rar- 
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volga intorno l’asse AP , e sia 5 la superficie descritta con que- 
sto moto dalla curva AM . Se indichiamo per p il rapporto del- 
la periferia del cerchio al diametro è noto che la superficie ge- 
nerata dalla corda MN è =p(MP-*-NQ)MN 
=/>( 2 >--hAj)[/( A a- »-r-A r » ) , e quella prodotta dalla retta LK è 
^.zpAx a motivo di LPzzAB—i ; quindi il rapporto di quelle 

due superficie sarà ^J^-i/(A.r a -*-Ay a ) , ed il limite di questo 

rapporto sarà ) , Ma quanto più il punto N si 

dx 

accosterà al punto M , tanto più il rapporto precedente si acco- 
sterà a quello delle superficie generate dalla curva MN , e dal- 
la retta LK , il qual rapporto è ed ha per limite , 

upAx’ 1 j pdx’ 

dunque avremo dS-=.zpy\/(dx*-*-dy*) , la qual formula serve a 
trovar la superficie di ogni solido di rivoluzione. 

Poste le medesime cose chiamiamo 2 il solido generato dal- 
lo spazio AMP , c sarà Ai. il solido prodotto dallo spazio curvi- 
lineo PMNQ. Il cono troncato generato dal trapezio rettilineo 

PM NQ è — P-PQ[AQ -+-NQ.M P-+-M P ) 

=S T ( 3 y*-*- 3 jAr-*-Ay a ) » ed il Cilindro nato dal rettangolo 

PLKQ=pAx ; quindi il rapporto di questi due solidi è 
3r a -t-3v Av-*- A/ a . .. . 

— J > et * ’* limite di esso è =y a . Ma questo raji- 

porto, allorché A,r diminuisce, và sempre più accostandosi a 
AZ 1 

JEx' che ha per limite dunque eguagliando questi due li- 
miti avremo per la misura de'solidi di rivoluzione la formula 
dX—py'dx . 

119. 

Nel dedurre il differenziale di una fuuzione dalla differenza 
hmtaahhia.no trascurate le potenze di Ax, Ay, ec. superiori al- 
la prima , in modo che essendo 

Ai— A Ax-t-fìAy+CAjr 1 -*-DAxAy+EAy * 

-* ’F Ax ’ -*-GAx a Ay-i-// A x A j » A j i +eCi 
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abbiamo -letto essere dt=Atx+Bdy. Questa regola generale 
ammette una eccezione : sia z=o l’equazione jii unajmrva, la 

quale differenziata alla maniera solita ci dia se alcu- 

ni valori particolari di rodiy rendono A e^B eguali a zero 
nel medesimo tempo , avremo in questi casi J , cioè sarà 



— sotto una forma indeterminata, che non c’insegna qual sia. 

dx . . 

il suo valore. Data per esempio 1 equazione 

dy (*— a)»-*-3r(x — -i) A 

aij -by-x(x-ay= o avremo ’ 

ro che la supposizione di *=*, o di yr=b rende nulli i due ter- 
mini del rapporto g . Per trovare il valore di £ in questi ca- 
si, convien riflettere che , quando A e B sono =o, la differenza 
finita diventa 

àz—C^x » ■+■ D&x&y-t-E Av 2 -^Ax 5 -+-ec., 
e quindi dz=Cdx>+Ddxdy+-Edy* . Nell’esempio precedente 
prendendo la differenza finita dell’equazione «(y-*) »-*(*-«) *_0 
troviamo l’equazione aa(y — i)Ay-*-aAy J — (dx a)(.i^ a) x 
— z(x— a)Ai a - xAx a — Ax*=o, 1» <l uale supposta x—a, o y—b, 

diventa — = r-f-—, e quindi prendendo i limiti abbiamo 
AZ 2 0 

— =i ; dalla qual’ equazione ricaviamo due valori di ■£, cioè 

f \ , e perciò nel punto, ove «a, passano necessaria- 

mente due rami della curva , i quali hanno una tangente diver- 
sa, cioè quel punto è doppio. _ , , . ,. ,. 

Potrebbe avvenire, che alcuni valori particolari di x, e di 
y rendessero nulli nel medesimo tempo non solo A c B, ma an- 
cora C D. ed E. In tal caso l’equazione delle differenze finite 

sarebbe’ Az=:FAx»-i-CAx a Ay-t-HAxAy»-v/Ay*-s-ec. , e quindi 

dz=FJx>+Gdx>dy+Hdxdy'+Idy' . Se per esempio avremo 
l’equazione y*-aiy'+bx>=o , l’equazione delle differenze nel 
caso di x=o sarà V-aAxAy^Ax^o , e nu.nd, 
d SL-^.£—o, cioè ^ avrà tre valori o , j, e —\/ J> 
f quali indicano che il punto in questione è un punto triplo. 
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perchè pascano per esso tre rami diversi di curva . In generale il 
grado di moltipliche di un punto sarà ristesso, che il grado del- 
la equazione differenziale . Se questa equazione avesse qualche 
radice immaginaria, vi sarebbero tanti rami di curva invisibili, 
quante sono le radici immaginarie: i punti, ne’ quali ciò succe- 
de, sono staccati dal resto della curva, e si chiamano punti con- 
iugati. La medesima equazione avrà delle radici eguali, al- 
lorché ne’puuti in questione più rami della curva si tocche-» 
ranno . 

Data una curva facilmente potranno ritrovarsi i di lei pun- 
ti moltiplici, se ne avrà. Sia z=o l’equazione della curva; pren- 
dendone la differenza finita facciamo A— o, lizzo , e la curva 
avrà tanti punti moltiplici, quanti sono i valori di y dedotti da 
quest’ equazioni, che con i valori corrispondenti di x soddisfan- 
no all'equazione z— o . Per giudicare della moltiplicità di que- 
sti punti si osservi, che il punto sarà doppio se i valori dedotti 
dall’ equazioni Azzo, e lizza non soddisfanno che all’equazione 
zzzo ; sarà triplo se mandano a zero anche i coefficia-nri C, D, 
E ; quadruplo se fanno inoltre svanire le quantità F , G, H , I , 
c cosi in seguito. Si cerchino per esempio i punti moltiplici 
della curva, che ha per equazione y*— x*(x— i)*=o. L’equa- 
zione delle differenze sarà; 



3 y 1 Ay — x 1 (x — i )(5x — 3) Ax-»-3yAy a — ( iox s — i ax a -t-3x) Ax a 
,*-Ay*— (iox a — 8x-+-i)Ax‘ — (5x — a)Ax 4 — Ax‘=o . Facciamo 
3y a =o,x*(x — i)(5x — 3)zzo, ed avremo y=:o, ed a— o , xzzi , 
3 ' 3 

xzz-^-i de’quali valori il solo XZZ— non soddisfà all'equazione 



della curva. Il punto corrispondente alle coordinate xzzi , ed 
yzzo sarà doppio, ma quello che corrisponde alle coordinate 
x=ro, ed yzzo sarà triplo, perchè questi valori di x e -di y fan- 
no svanire i coefficienti di Ax* , e di Ay a . 

Supponghianio adesso che sia data l’equazione differenziale 
Adx-^-Bdyzzo , e che qualche valore di x e di y renda nulli nel 
medesimo tempo i valori di A e di li . Per trovare in questo ca- 
so il valore di converrebbe che si avesse l’equazione finita 



tra x ed y, dalla quale si dedurrebbe l’equazione delle dif- 
ferenze finite 

y4Ax-*-J3Ay-+-CAx a -HDAxAy^-jEAy a -+-jFAx *-»-ec. =:o, 
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« quindi , allorché A e B svaniscono nel medesimo tempo, si 

d Y • 

avrebbe il valore di — dato dall’equazione 
dx 

w E ^ D è^=°- 

e pure dall’equazione 

(b) 



dx* 



+ G^fco, 

dx 9 dx 



quando E , D, C, lì, ed A svaniscono insieme, e cosi in se- 
guito. Bisogna dunque trovare l’ equazioni (a) e (b) ec. , quan- 
tunque non sia data l'equazione finita tra x ed y . Sia perlanto 
F(x,y )— o l’equazione, che differenziata ci darebbe 
Adx-+-Bd\— o; ed avremo pel teorema di Taylor 

F(x-»-Ax , y-t-Ay):=F(x-4-Ax , yJ-t-Av ^ ^ 1 



A r a | 


^ J .F(x-t-Ax, y)\ _ A y * ^ 


fd‘ ,F( x-*- Ax, y)\ 


r 1 


v r/y 9 / a . ì 


l r/y* / 



■ ec. 



e pel medesimo teorema 



/rl.F(x , y)\ 


Ax a (d*.F(x,y) 


\ dx ) 


a ' <tx* 



Ax’/^ F(x ,y)\ 

4- 1 7 — - 1-t-ec. 

2 . 3 * dx * / 

Quindi sostituendo di sopra questo valore, e ponendo per piu 
semplicità Fin luogo di F(x , y) avremo 
F(x-r-Aj; , y-4-Ay) — F(x , y) , cioè 



^x Ay | 


f /a F i 


Arri, 


l drdrj 


a 


A v 9 , 


i d*F\ 


A.rA a v ( 


a ' 


\ dy* ) 


1 1 1 



ec. 



A 

a 3 



Quindi l’equazioni (a). (5)> ec. saranno 

w 



K£) 



« 






ec. 
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Ma l’equazione differenziale deve combi- 

nare con la proposta Adx-*-Bdy — o ; quindi avremo ^ < -j-\=zMÀ , 

( fi 

—JxzMB. Adesso l’equazione (a) *i deve usare quando A e B 
sono insieme eguali a zero; avremo dunque in questo caso 

(£)=*(£) ■ (£;><>«(£)■ (%)=<)■ 
e sostituiti questi valori l’equazione (a) diventerà 

{a) (sV x, - 4 -(^hO d * d y+( J £) d y a = 0 - 

Se oltre ad essere A e B eguali a zero, anche i termini di que- 
sta equazione tutti svaniscono, cioè se 

(,J^)= {jj ) =0 ’ dobbiamo passare all’equazione 

(b), ed in questo caso avremo , 

( r>F\ /d*U\ 

W l / =M V<rV’ e re< I uazione (») diventerà 

e così in seguito. Adesso è tacile il vedere, che l'equazioni (a) , 
(b), ec. nascono dalla continua differenziazione dell’equazione 
data Adx-t-Bdy— o nella ipotesi di d.v e di dy costanti . 

Si può quindi trovare il valore di una funzione di x e 

di y, la quale diventi ~ in qualche caso particolare. Si faccia 
questa funzione = ^~» e mediante la replicata differenziazione 



nella ipotesi di dx e di dy costanti si otterrà il ricercato va- 
ti r — aAr 



lore di . 
dx 



Si cerchi per esempio il valore della frazione 



Toni. II. 



8 



iy 
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i , a- ay- 3 .br dr . , 

quando x ed y sono =o. Si ponga — — > c,oè 

( ay — %bx)dx — ( 3 y — ax)d )“0 , e differenziando avremo 

ó Y ^ f / y 

adxdy — %bdx 3 — 3dy 3 -t-adxdyzzo , cioè 3 — za ^ -*-nb=o , e 

quindi . 

Si voglia il valore della frazione ^ , quando 

b 3(> — i)» — ax a 1 

• dV 

xrro, ed i . Ponendo questa frazione = avremo 

( 5 (y—i) 3 —ax a )dy—( 3 ax(y—i)— 4 bx , )dr=zo , e differenziando 
due volte 6 (y— i)dy 3 — \axdxdy — 3 a(y—i)dx a -y-\ 3 bx*dx a —0 , 
e 6 dy , — 6 adx 3 dy-*- 3 ^bxdx , =o, e nel caso di x=o, 

Ù. a ~ zzo, cioè ~ avrà i tre valori o, I /a, —\/a. 

UT * di UT /, j. _ v 

a -y.^:~ x% .i , allorché 



dx * dx ’ dx 

Si cerchi il valore della quantità 



xzzo. Facendo questa quantità avremo 
x 3 dyzzadx— dxy / (a 3 — x») e differenziando 

x ^ x ., cioè — quando x=o. 



a xdxdyzz- 



|/(o a — x 3 ) 

Per trovare il valore di 



dx a a 
t — jen.,r-Ko».T 



, quando x è un an- 



sen.x-f-cos.x — i 
golo di 90. gradi , avremo (1 — sen.x-f-cos.x)dx 
=^sen . x-4-cos . x — 1 )dy , e differenziando — (cos.x-s-sen ,x)dx 3 

=(cos.x— sen .x)dxdy, e quindi ^=1 > allorché xrzgo 0 . 



x 

x —x 



Finalmente per ottenere il valore di r quando 

1 1 — x-»-log.x 

xzzi , abbiamo (x* — x)dxzz.( 1 — x-t-log.x)dy , e differenziando 
(**( n-log.*} — i)dx 3 —(^— — i^jdxdy. Ma siccome la supposizio- 
ne di a— 1 fa svanire i termini di questa equazione, differenzia- 
modi n uo vo, ed avremo (x^( i-f-l og.x) a -4-x ;r )dx*= — —dx 3 dy, 

e quindi < -r~ zz — a allorché xzzi . 
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Di qui si ve'ie generalmente , che quando il numeratore eil 
il denominatore di una frazione ^ svaniscono nel medesimo 
tempo, essendo A e B funzioni di una sola variabile x , il valo- 



re della frazione per questo caso è rappresentato da 



r.A 



d m .B 



ove 



/”òil primo differenziale. Del quale il numeratore d T ‘ n A eri il 
denominatore d m B non svaniscono insieme. 



120. 

Passiamo adesso a mostrar l’uso del Calcolo Differenziale 
nella risoluzione delle fruizioni fratte. Se una frazione è ridotta 
tale, che il numeratore abbia minor dimensione del denomina- 
tore, essa si può risolvere in tante frazioni della forma -j— , 

ove A è costante, quanti sono i fattori diversi a-*-bx del deno- 
minatore. Infatti se si prende la somma di tutte queste parziali 
frazioni, il denominatore della quale sarà eguale al denomina- 
tore della funzione data, dal paragone de' numeratori si potrà 
dedurre il valore delle costanti A . Così se fosse data la funzio- 



ne 



avremmo 






B _ AMA+-B)x 



, e quin* 



♦-•r)’ x(i-f-x) x ' i-t-x x(i-t-x) 

di A— i, , cioè B— ». Ma queste frazioni si potranno 

' p 

più facilmente trovare nel modo seguente. Sia ^ la funzione 

A 

data , e si debba trovare la frazione parziale ■ ^j )x > ebe *• deve 

al fattore a-*-bx , supposto che Q non abbia ahri -fattori eguali 
ad a-*-bx. Sia Qzz(a-*-bx)S , ove S rappresenta il prodotto degH 

p R * 

altri fattori del denominatore, e ponghiamo ; — t- — : ri* 

16 Q a-*-bx d 

ducendo al medesimo denominatore avremo — Aà-*~RU^bx) 

Q la-+-bx)ò 

p j^g 

e quindi Rzz ; — . Siccome R dev’essere una funzione inte- 

1 a-t-bx 

ra, converrà oh» sia P-—AS divisibile per a-t-bx , e perciò 



Digitized by Google 



Co 



ELEMENTI 



P — AS~c posto a-t-bx— o . Avremo dunque A—~— P(a-+-bz) 

facendo a-t-bxxz o: ma il numeratore ed il denominatore di que- 
sta frazione svaniscono in questo caso ambedue; dunque 
A _(u-t-bx)dP-*-bPdx bPdx e . . 

-jg == tacendo dopo la dirterenziazrone 

a-t-bxzzo , cioè x — — — . 

b 

Sia proposta la funzione fratta 



i — ar — x » 



i — ir— x» 



X — X* x(i-*-x)(i — x) ' 

A A' A " * 

la quale si debba risolvere nelle frazioni — , , . Avre- 

1 x i-*-x i— x 

ino Axz - — f facendo x=o, cioè A— i; A'—' - ' f fa- 



i— 3x* 



i — ix* 



tendo x~— i , cioè A '— — i ; A''~ — — — - r — - — facendo x—i , 



cioè A”zz — i , e perciò le tre frazioni cercate saranno — , 



i-t-x 



Se il denominatore Q contenesse più fattori eguali ad 
a-t-bx, nella quantità *1 denominatore dQ avrebbe il me- 
desimo fattore a-t-bx, e quindi risulterebbe A cioè più non 

si potrebbe adoprare il metodo precedente. Ma in tal caso si 
considereranno insieme tutti i fattori eguali, e ciascun fattore 

(a^-bx) n ci darà le frazioni parziali 

A A' ■ A " 



<(«—>) 



(a-t-bx) n (a-t-bx) 1 1 (a-t-bx) n 

dunque Q=(a-t-bx) n S , e 

P _ A A' 

► 



a-t-bx 



Sia 



A" 



^ (a-t-bx) n (a-t-bx) n 1 
e sarà 



(a-t-bx) 



n — 2 



a-t-bx S* 



P-S(A-t-A'(a-t-bx)-t-A"(a-t-bx)* -t-A 

(a-t-bx) n 



(*— >) 



(a-t-bx) n 1 ) . 
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Ora dovendo essere R una funzione intera, ed 5 non essendo 
divisibile per a-r-Ar , conviene che la quantità 



71 1 



sia 



H.—A-A'(aH-bx)-A r '(a-+4>x )* .... — A (n '\a-Ux) 

s 

divisibile per (a-t-bx) n . Dunque questa quantità, e le di lei 
differenziali fino a quella dell ordine ri— i inclusivameute do- 
vranno svauire nella ipotesi di a-*-bx—o . Avremo perciò 
« « 



e 4 

L~A=o, J—tA= o, 

S dx 



d a . 



dx » 



- 2 b*A"=zo, ec., cioè 



-•5 



A'"— 



P d J 

S' bdx ' ~ *b a dx a 

po le differenziazioni xzz— -j . 

Sia data per esempio la funzione 



-■I 



2.3 b i dx‘ 



ec. facendo do- 



P 

i> 



t 

i^i» 



•4=- 






a dx * 



avremo 

s 4 r*dx* 






h+-r*\ 9 ' ò 

o ^ | . Y .. _ 1 ' . V , ! 1 , 

quindi , ^'=o, ys("=— 1 , cioè il fattore *• ci darà le due 

frazioni parziali — — — • 

Se il denominatore Q avrà più fattori immaginari, è noto 
che due di essi danno il fattore reale di secondo grado 
a'—zabxcos qi-t-b*** ■ Supponghiamo in primo luogo, che que- 
sto fattore sia solo, cioè che non ve ne siano in Q altri eguali 
ad esso, sarà la frazione, che a lui conviene, 

A->-Rx p er determinate A e B si osservi, che 



«» — xabxco».ip-4-b a x a 

P P 






R 

— , , ; qum- 

Q~~ S(a a —nabxcot.tfi-*-b a x a ) « ®—»a Arco». $»-+-* ò 

di n— P-[A-*-Bs ).S e poiché R è una funzione inte- 

a % — jabxcot'<p-+-b »i* 

ra, sarà P—(A-+-Bx)S=o alloxchè a »— aoixco s . (fi-t-b *x*=o. Ma 
« — dunque nel caso del denominatore =o 



e 

a» — xabxco8.tp-*d> a x a 

sarà il valore di 5= 



dO 



(nb a x — uabcoiifi)dx 



, ed in conseguenza avre- 
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( ib a x— iubru» -ip\Jx 



r=o facendo 



^(cos./titi/— i»en. <fi). Mediante questa sostituzione diventi P 

della forma P'±?V- 1 , e (a , 3j _^co» ^ della forma 
Q‘3zQ ’ r \/ — i , ed avremo le due equazioni 
p' +P"i/ — ì— ^A-t-B~. eoa. — isen. ì)(Q'+Q"[/->)±o 

P' — P" j/ — i — ^A-+-B ^ . cos ,<p — j/ — isen. p)(Q'-Q'V-i )=o, 
dalle quali ricaveremo i ricercati valori di A e di B. 



Consideriamo nella funzione 



il fattore i-t-x* 



ove a= i , bzz i , e cos.^=o ; ‘^==3x*-+-5x* , e quindi l’equazio* 

, 3 jr-*- 5 r * 



ne i — (A-*-Bx)- 



-=o. Posto i-4-x»=o, cioè — i 



si 



questa equazione diventerà i— (AztzB[/— i) — o, dalla 

quale si deduce A=. o, e B—\ . Quindi la funzione 

risolve nelle frazioni — --r . 

x * x i-t-x* 

Abbia in secondo luogo il denominatore Q il fattore 

^n a — ‘Zubxcos.p-^b 2 x 2 )^ , e questo fattore ci dara le frazioni 
A+Bx A'+ITx 

(a 2 -2abxcoa.<fi-*-b a x') n (a 2 -*abxco*.p-*-b 2 x 2 ) 



ri—i 



A"+B"x 



a 2 - 2 abxcoa.p*-b 2 x 2 



(a 2 — 2 abxcos.<p-*-b 2 x 2 ) 
e si troverà come sopra che la quantità 

£- — A — Bx — (A'-t-B'x)(a 2 — 2 abxco».$-t-b a x 3 ) 
ò 

—(A"-*-B"x)(a 2 —7.abxcc>s.p+i 2 x 2 ) i —ec. dovrà svanire essa ed 
i suoi differenziali fino a quello dell’ordine n—i inclusivamen- 
te nella ipotesi di a 2 — 2 abxcoa.ip-*-b a x 2 — 0 . Dunque avremo 
questa serie d’equazioni 
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- — A — Bj~o 
ò 

4 

— B — ( A'-t-B'x) (2 b a x — 2/iicos, f)—c 

dx 

S 



2 dx 2 



•B'(2b t x—2abcos.f) — (A'-t-B'x)b^ — (A"-*-B"x)(2l*x — 2abcos.<fl)*—c 



ec. 



nella supposizione di fl a — 2abxco».ip-*-l> a x i zzo . Perciò facendo 
x=z~(c.o».<p i 3 y/ — 1. sen.fi) avremo tant’ equazioni, quante sono 
le quantità da determinarsi A, B, A' , B' , ec. 

12 1 . 

Abbiamo di sopra insegnato a trovare i massimi ed i mini- 
mi delle funzioni di una soia variabile: sia adesso z funzione 
delle due variabili .r ed y , le quali non abbiano tra di loro al- 
cuna particolare relazione , e si voglia sapere quando z diventa 
un massimo o un minimo . Sia s' il valore di z quando vi si po- 
ne xbba in luogo di x, ed ydzfi in luogo di y, essendo » e (? 
quantità estremamente piccole: avremo 

T ir , v 

t ff“" ** ** 

z=ZhPS — — — 



ove sarà (119) 
/d*z 



o 



d a z 



2.3 2.3.4 



"•(£) 



ec. 









=“ ■ (^7T- H" ? ' (s 7 r)- f, ‘ (£7) 



ec. 



Ora affinchè la funzione z sia un massimo o un minimo, biso- 
gna che sia z”=o; e siccome tanto le variabili * ed j, quanto 
le quantità a e f} sono tra loro indipendenti, converrà che z" 

svanisca, qualunque siano « e (?, cioè dovrà essere ^^^=0 , e 
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^^-^= 0 . Da queste due equazioni si ricaverà xzza , yzzb, e que- 
sti valori Hi x e di y renderanno la funzione proposta * un mas- 
simo o un minimo. Siano F , F' , F", F y , ec. i valori di z", 
z"\ z' y , z 1 ', ec. , quando a rzza , yzzb , e nel medesimo caso sia 

<&H- (SK (£H- C&K 

CtH)="'’ (£)=■<"' ,,rem ° 

F’~. Ì a 3 -*-2 fi Cfi* 

F"=A' a'+ÌB’a'p+hCrf' D'P* 

F' v =.A"**-*-\B"* i p-*A>C"a a § a ->-\D"aP'+E , ’§* 
ec. 

Le quantità jF", jF K , ec. si possono mettere anche sotto la for- 
ma seguente : 

F' -A (<M- ^ +0* ( C “ T) 

F' y =zA"(**+ \E"(? >+ 0 » (3C"- 

ee. 

Quindi si potrà giudicare, quando la funzione z diventa massi- 
ma, quando minima: essa sarà minima, allorché indipendente- 
mente dai valori di a e di 0 la quantità F" sarà positiva, lo che 

a motivo de’ quadrati > e necessariamente positivi 

fl a 

succederà, quando A , C,eC— — lo saranno, o sia quando A 

e C essendo positive sarà AC>B a . Viceversa la quantità z sarà 
un massimo, quando A e C saranno negative, ed AC>B a . 
Quindi, se A e C essendo nulle B non lo sarà, la funzione z 
non sarà nè massima nè minima. Se A, B, e C essendo nulle 
non sarà ^"= 0 , non si avrà nè massimo nè minimo; ma se F’ 
ed F" essendo =o , F v sarà una quantità positiva, la funzione 
z 6arà minima; la medesima sarà massima, quando F ,v è nega- 
tiva. Ora F ,v sarà positiva, quando le quantità A ", E", 

e -pT son positive, sarà negativa, quando quel- 

le quantità son negative, e così in seguito. 



, a B" a 


,*V\ 


A" 


E" ) 
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SU per esempio Krzx n -*-y n -*-( i — x m —y m ) m la funzione 
di cui si deve cercare il massimo o il minimo; avremo 



( dz\ n—i m— i, »sm» m 

— j=nx —nx (i—x—y) —o 



^-pj Z=J iy n ~ l —ny m 1 (i—x m —y m ) =0 , dalle quali equa- 
zioni si deduce x=y= - — . Per giudicare del massimo o 

K 3 

del minimo si cerchi 

n — m 

fd 2 z 



( d 2 z\ . X 72— <2 / v 77Z— -2, W 77lx 

— j=m(n— i)x — n(/n— i)x (i— x —y ) 



« . 2/n— a. z» m. m / d*z \ / 

-Kn(n— 7/i)x (i— x — J ) ’ Vrfjr»/' — «(n— ^ i)y 



1—2 



n-m 

é v Wl~2, /7Z W. 771 / \ «* »/*v 

-n(/n-i)y (r-x -y ) -t-»(n-/n)j (i-x -j ) 

/Z— 2771 

(~)=n(n — m)x m V”* *(i — x m —y m ) m . Quindi sarà 
^(=2n(n— /w)_L_ , C=2n(n— /n)— i_ , B=n(n—m) — I — e la 



n-am 



2/n-a, m m< m 



n — a 
m 



n — a 
rn 



n — 2 
m 



3 "* 3 "* 3 

condizione AC>B 2 avrà luogo; posti a ed m numeri positivi, 
le quantità A e C saranno positive se n>m , negative se n<zn: 
ne’ medesimi casi la funzione z sarà minima o massima. 

Se z è funeione delle tre variabili x, y, ed u, chiamando 
z' il valore che essa riceve, quando in luogo di x, y , ed u vi si 
pone x±a, y±$ , icfcy , ove « , (? , e y son quantità picco- 
lissime, avremo 



essendo 
Tom. IL 



z’" z lr 

zzzz'z^z" :r ^ — ec. , 

a a.o 
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s "=»(eM! M£) 

*■'=*• (£ (£) 



ec. 



Nel caso del massimo o del minimo dev’ essere z"zdd , cioè 
^^= 0 , ^j^:=o, , e da queste tre equazioni si ricave- 

ranno i valori di x, y , ed u, che rendono la funzione z massi- 
ma o minima. Suppoughiamo che sostituiti questi valori le 

quantità (£f) , (£|) , , (-~) , (~) « 

cangino respetti vamente in A, B, C, D, E, F, e per giu- 
dicare del massimo o del minimo converrà esaminare se la 
quantità Aa a -t-zBa(ì-*-Cp t -*-a.Day-i-!iEPy-4-F‘y t è positiva o ne- 
gativa. Questa quantità si può mettere sotto la forma 

4 * ?* 9 )‘ £>• • • 

siccome inoltre posto C — — =:// , F — — —K , i 

tre ultimi termini sono Hp a -+-zJ$y-*-Ky' 1 , cioè 

, si potrà a tutta la quantità dar 

forma seguente A (a-*- ^ -+- —jf} -4-// (^-+- ^~) ■+• • 

chiaro adesso che questa quantità sarà positiva se A, //, e 
K — ~ saranno positive, negativa smesse saranno negative. 



la 

È 



Nel primo caso A essendo positiva dev’ essere AC>B * , ed 
( AC—B t )(AF—D*)>(AE — BD )®, cioè ancora C ed F positi- 
ve, ed AF>D 2 . Nel secondo caso bisogna, che A essendo ne- 
gativa sia AC>B* , (AC—B*)(AF—D i )>(AE—BD) , ‘ , e per 
conseguenza C negativa, ed AF>D * . 

Dalle cose precedenti abbastanza si vede il metodo da te- 
nersi nel ricercare i massimi ed i minimi delle funzioni di un 
più gran numero di variabili . Generalmente, se 
dz=Aiix-t-Biiy*~Cdu-*-Ddt-¥- ec. , nel caso, che la funzione z 
diventi massima o minima, sarà A~ o, B~ o, C—O, D— o, ec. 
I criterj per giudicare, quando si ha un massimo, e quando un 
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minimo, sono stati dati per Ja prima volta dal Sig. de la 
Grange . 

Sia adesso z funzione delle variabili x, y, ed u, tra le qua- 
li sia data la relazione Mdx-*-Ndy-*-Pdu— o, e si debba cercare 
quando questa funzione diventa massima o minima. In questo 
caso, posta dz—Adx-*-lìd}-*-Cdu, non sarà come sopra A— o, 
P>— o, C— o, perchè le variabili x, y , u non sono tra loro indi- 
pendenti , essendo « funzione delle altre due x, y , ma sostituen- 
do nel valore di dz quello di du— — y — — otterremo 

dz= (A-Cy^dx*- (B-Cj)jdy, e siccome adesso i differenzia- 
li dx , dy sono tra loro indipendenti , avremo nel caso del mas- 

M ,JV 

simo o del minimo A—Cy — ro , B — Cyzzo. Generalmente me- 



diante le relazioni date tra le variabili x,y,u, ec. i differenzia- 
li dx , dy, ec., che entrano nel valore di dz, si ridurranno al 
minor numero possibile, ed allora il coefficiente di ciascuno si 
farà =0. 

Prendiamo per esempio a cercare il valore della perpendi- 
colare tirata a qualunque punto di una supeificie curva, la qua- 
le abbia per equazione dz—pdx-+-qdy . Da un punto qualunque 
della superficie tirando una retta al piano delle x ed y, e chia- 
mando m, ed n le coordinate del punto d’incontro di questa 
retta col piano delle x edy, avremo il valore di questa retta 

x n — y ) . Ora questa retta diventa perpendico- 

lare alla superficie, quando è la massima o la minima di tutte 

J uelle che dal punto d’incontro si possono condurre alla super- 
eie; quindi avremo il valore della perpendicolare, se cerchere- 
mo il massimo o il minimo della formala j/(z a -wn — x -t-n — y ). 
11 differenziale di questa formula è x )dx~{ r, q~y)Ày * 

J/'(z a -+-/n — x n — y ) 

che di venta — — m - t ~ x )^ x -*-( z q n-*-y)dy 80St jt uen( j 0V j j} va ] ore 
\/(z 3 -t-m — x n — y ) 

di dz preso dall’equazione dzxxpd.r+qdy . Quindi nel caso del 
massimo o del minimo avremo tu — xzzzp , n—yxzzq, e perciò 
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zj/(i sar à il valore della perpendicolare alla superficie 

curva . 

I 22 . 

Passiamo finalmente a veder 1’ uso del Calcolo Differenzia- 
le nella dottrina delle differenze finite. Siccome dalle differenze 
finite abbiamo ottenuti i differenziali delle funzioni , viceversa 

le differenze finite potranno esprimersi per mezzo dei differen- 
ziali . Noi esporremo a quest’oggetto alcuni interessanti teore- 
mi del Sig. de la Grange. Si osservi intanto, che col segno 
fXdx si suol denotare l’ integrale della differenziale Xdx, cioè 
quella funzione , che ha per differenziale la quantità Xdx: cosi 
pure f*Xdx » indica quella quantità, il di cui secondo differen- 
ziale è Xdx*, e rosi in seguito. Sia adesso proposto di esprime- 
re le differenze finite di qualunque ordine per mezzo de' diffe- 
renziali. Supponendo y funzione di x, ed a. la differenza finita 
di x abbiamo pel teorema di Taylor 

(ir a® d*y a * d*y , « 

ec ; 

Prendendo la differenza finita di questa equazione avremo 

A®i— oA A^-+-— a A^-r-ec. Ma se nella equazione 

' dx a. dx- a 3 Ax • 

(ì) mutiamo successivamente y in ^ , jp , ec. , abbiamo 
.dy d*y «* d 1 / «» d\y _a> d*y a* d*y 

dx dx * a di' ’ a dx» a dx » 4 dx* 

e cosi in seguito. Quindi avremo per A®y una espressione della 
forma 

d»v d i Y i d * y 
A®y=a a -aa s -y — -*-a a* , 

J dx ® dx* a®? 4 

essendo a , a' , ec. coefficienti numerici . Se di nuovo prendiamo 
la differenza finita di questa ultima equazione avremo 

A»v=«®A^- -*-aa> A^^-t-ec. , e quindi ti dedurrà 
J dx » dx » 

a. , d*/ 7 

* dFi-*** ir*' 

metodo troveremo 



• ec. Generalmente seguendo l’ istesso 



— —^-t- ec. (a) 
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essendo A , A', ec. coefficienti numerici indipendenti da y e da 
■a, i quali perciò avranno sempre il medesimo valore, qualun- 
que funzione di x sia y. Per determinarli adunque facciamo 

x , x dy d 2 y 

arre , ed avremo e zzyzz-j-zz — -~ec. , 

J J dx dx 1 

A y~e r ~*~ a — e' r —e x {e a — 1), A*yzzc X (e a — i) a , e generalmente 

A^^e^e” — i ) n . Sostituiti questi valori 1 ’ equazione (2) di- 
venterà 

, a . n n , n-*-i ,, n-t-a 

(e — 1) zza -*-ha -*-« «■ -+-ec. , 

e quindi i coefficienti A, A', ec. saranno quelli che nascono dal- 
lo sviluppo della quantità ( e * — 1)”. Sarà dunque 



n d n 



V -+-Aa 



U-+-I 






*h’a 



n-*- 2 



d n +\ 



dr 



I U » n-+- 1 1 n 

dx dx dx 

purché nello sviluppo del secondo membro si applichino alla 
caratteristica d gli esponenti delle potenze di dy , cioè si scriva 

— — in luogo di . Avremo peftanto in questa supposizione 

dx 

dy 



n-t-2 



■ ec.zz^e d*— ij n , 



A n y=(e a dx-,y . ( 3 ) 



Venendo dalle differenze alle somme osservo che 

, dx a* d*z a‘ d'z 

Sz= 2 (z-t-Az)=Sz-*-z; ma zzzz-^a h — 7— -+-ec. ; 

' ' dx a dx 1 a.d dx » 

, . dz a 2 -d»z a'„d*z .. 

dunque sarà zzzaz — -s 2. y— y-r- -3Ì — ec. facciamo 



dx ' 1 a . 3 dx' 



dz 



—zzy, e quindi z—fydx , ed avremo 

'Zyzzlt dx — I 2^ — — -’Z'LjL — ec. Sostituendo in questa 
a 2 dx a .3 dx 2 

equazione successivamente i valori di ^ ^ < ~f~ì > ec - presi 

dalla medesima, è chiaro che avremo per una espressione 
della forma seguente, 
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fydx i d y „ .d* y 

2y=— — -4-ijy-t-rt a_i -h» o a ^ -+* ec. , 

« " rLr a 

(-«senili) a, a.', ec. coefficienti numerici. Ponendo in quesla 

formula L\^ r . in luogo di y avremo 

f ydv f 1 ydx* a fydx , „ dy .. 

Tu J -d — — Kiy-HJ »^- + ec. , e perciò 

a a* a, J dx 

v, /*yrf.r a f ydx , „ dy 

i- 1 , v— - t-aLL -*-.y y-t-a «— i -+-ec. 

a 1 a dx 

-+-a2y-(-a'a2^-»-a"aa2^-^ ec. 
dx dx 1 

■ dr 

e sostituendo i valori di 2y, 2 — , ec. troveremo per 2*y una 
espressione della forma seguente 

a» y -J 2 Y d C +hù*±+i’y+b"»*l+b'"»' ill+t C. 

a* » J dx dx 1 

Seguitando il medesimo metodo vedremo, che generalmente 

2 y sarà di questa forma 

* n yzJ y±. +tJ. +n j y d * -ec. 

a 1 a n ~ l a”-* 

. ... dy „ n .d*y 

-t-my-t-m ■+■ ec. , 

«ve h , h\ ec. , m , m! , ec. sono indipendenti da x. Per de- 
terminar questi coefficienti facciamo y^e X » ed avremo 
e — ec. zzfydxz=f*ydx 2 —t c. ; cosi troveremo 



2v: 



a 

e — i 



, e perciò 2*j- 



« , a . 

e — i (e — i) a 



, e generalmen- 



te 2 



(e a -v) n 



..Sostituiti questi valori l’equazione (4) ci darà 



.a n „ n n—i 
{e — i) a « 

e quindi avremo 



_A'_ 
n — a 



-t-m-t-Tt’a-t-m 1 'a 9 -*- ec. , 
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n — j 



7 * 



n—i 



, dy 

cc. - 4 -myH-m a— -4-ec.zz- 



(/g_,r 

purché nella evoluzione del secondo membro di questa equazio- 
ne si applichino alla caratteristica d gli esponenti di dy , e si 
mutino le differenze negative in integrali, cioè invece di 

(<£r) r 8 ‘ 8cr * va ~ invece di (~^ ~ T si ponga j* ydx r . 



dx 



Con queste condizioni avremo 



2 y~- 






( 5 ) 



Le due equazioni (3) e (5) possono esser rappresentate dalla 
seguente 

/ Jy 

dx - 1) , (6) 

purché ne’ due membri di questa equazione si applichino alle 
caratteristiche A e d gli esponenti di Ay e di dy , e si mutino 
le differenze di esponente negativo in integrali, cioè si scriva 

, — m 

y invece di A m y , e j m yix n invece di — . Ora l’equa* 

J T'H 1 

dx 

etimi J. 

zione (6) essendo vera, comunque la potenza n . di Ay sia 

positiva o negativa, è evidente che una funzione qualunque di 

dy 

fly 

Ay è eguale ad una simile funzione di e “ x — i, purché nello 
sviluppo delle due funzioni si applichino alle caratteristiche A 
e d gli esponenti di A y e di dy, e si mutino le differenze dj 
esponente negativo in integrali . Vediamo alcuni corollarj di 
questo generai teorema . * 

dy 

I. [log.(i-HAy)f=[log.(i-e )]"=«"(£)", 
e quindi se ni positiva 
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a 1 — =[log.(i-+-Aj)]”, (7) 

dx' L 



e se n è negativa r = — m 

/v*" _ 



a 

a' 



[log-O-HAy)]" 1 

a i : A r 

dx 



( 8 ) 



e quindi 



II. (i-t-Aj) tt = (,^ e dx -,y = e 



Jy 



[o*»x>* 

Ora se con i segni A' e 2' indichiamo le differenze e le somme, 
quando la differenza finita di a: è a', avremo 

A n y=- (e ^' c — 1 y, e 2 -1 Sarà dunque 

(/=-,r 

o' 

A 'jzrjji-i-Ay)* — 1 J” ’ ^ 

I 






(io) 



[( ‘■ +_ ay)° — 1 y 

L’equazione (9) serve per Y interpolazione delle serie: si di- 
ce interpolare una serie, quando dai termini della serie corri- 
spondenti agl’indici 1 , a , 3 , 4 , ec. si ricavano i termini 

corrispondenti agl’indici fratti , ec. , o sia quando 

dal termine generale y ’ si deduce il valore del termine y ^ ^ n , , 

essendo a' un numero fratto. Facendomella equazione (9) n ed 
a eguali ad 1 avremo 

/» \»' «a a'(o'-i) 

y ,—y +A y- —v i-f-Ay 1 -1— y +«Ay h 'A a y -*-ec. 

•’x-w' j x -x J x \ J x) J x J x a J x 
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onde se le differenze A y^, A »y x , ec. nuderanno diminuendo , 
otterremo il valore di y^ , espresso da una serie convergen- 
te . Sia dato per esempio da interpolarsi la serie 

i i.3 i 3.5 i.3 5 7 i 3.5-7 <> ^ 

7 ’ a.4 ’ 3.4.6 * a. 4-6.6 ’ 3 4.6.8 io ’ 

Le differenze prima, seconda, ec. de’ termini di questa serie in- 

1 j 3 1 3.5 

cominciando dal primo saranno — — , -j-pj » a ^ a » 

_. T .. 3 5 ' 7 ec.; onde il termine corrispondente all’indice iW 

’u 4 6.8.10 ’ 

sarà 

1 1 , i.3 1 ) r.3.5 £|a'-— a) 



1 -+-o’ a a.4 



-t-ec. 



_ ^.4 6* a a.4 6.8 a . 3 

Si consulti la Memoria sulle serie del Sig. de la Place nella 
Storia deir Accademia delle Scienze di Parigi dell’anno 1779. , 
la quale contiene la teoria dell’ interpolazione trattata in tutta 
la generalità, ed altre importanti ricerche. 

Alle formule precedenti ne aggiungeremo altre simili ri- 
trovate dal Sig. de la Place per esprimere le differenze e gli in- 
tegrali della funzione tn y, ove m e costante. Siccome 
A.m x yzzm Xm *~ a (y-s-Ay)— m x yzxm X [{m — i)y-wn AyJ , è chiaro 

che prendendo successivamente le differenze avremo A ,m y 
espressa nella forma seguente 

A 71 .m x yx=m x (Ay-*-IÌAy-*-CA a y-*-D& *y. ... -t-iVA^y) , 
ove i coefficienti A, B , ec. sono indipendenti da x. Facciamo, 

p er determinarli , yzze x , ed avremo Aj^e^e*— 1), 

A a yzze x (e a — 1) , e generalmente A l yzze X (e a — j)* , 

. x x-t-a x- 4 -a X x XX. a a. . 

A.m \—m e — m e zzm e (m e — 1) , 

A * .m x y=zm x e X (m a e a — 1)» , ed in generale 

A 1 •m X ')^=m x e x (m a e — i) 1 . Sostituendo questi valori avremo 

(m a e a ~ i) n zzA-*-B(e a — i)-t-C(« a — 1 )».... -*-N(e a —i) n , e quindi 

m X [m a (i-^Ay) — i]^:=^ X (.^y-t-l?Ay-*-CA»y.. . . -f-A'A^y) , 

Tom. II. , 10 
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purché nello sviluppo del primo membro si applichino alla ca- 
ratteristica A gli esponenti di A y, cioè si scriva A T y invece di 

A y ; onde siccome il termine costante A può reputarsi molti- 
° 

plicato per Ay , invece dovrà porvisi A°_y, cioè y. Sarà dun- 
que con queste condizioni 

A .m y=zm [m (i-f-Ay)— i] , (n) 



qdy 

e ponendo per l’equazione (6), e 1 — i in luogo di A y avremo 
nella solita ipotesi 

A n -x x( a a 2x ^ . . 

A .m y=tn \m e — if . ( 12 ) 

Essendo A.m X y^m X y’ — m X yzzrn a m x (y-t-Ay) — m x y , a- 

rremo integrando m T yzzrn a Z.m X y-t-ni a 2.m X A.y—S.m X y,e quia- 

X d X 

x m y — m ’S.-m Ay _ , , , 

di ié.m y l- . Prendendo da questa equazione 

m“— 1 



il valore di 2.m x Ay= m ~ m A ° ; v ^ e gost j tuen d 0 l 0 ne l- 

a 

m —1 

la medesima, e cosi successivamente eliminando i segni 2 dal 

secondo membro , otterremo 2, m x y espresso nella forma se- 
"uente: 

D 

2 ,m X y~rn X (ay-*-a A y-t-a" A A • y-t- ec. ) , 
essendo a, a , ec. quantità indipendenti da x. Quindi somman- 
do avremo 

J. 3 .m X y'XzaI,.in X y-t~a'2.m 3 Ay-t-o’'2.ffi’ r A^ y-t-ec. , 

e ponendovi i valori di 2.m x y, 2.m x Ay , ec. ricavati dall’altra 

equazione troveremo S»./7j y cosi espresso 

2» ,m X y~rn X (by-¥-b' Ay-t-b" A* y-t-ò" 1 A* y-+- ec. ) . 
Operando nella medesima maniera vedremo essere in generale 

^ n .rn X yzxm X {hy+Ji , Ay+h"A* y+h’"A «y-f-ec. ) , 
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ove h , h' , ec. sono quantità indipendenti da x. Per determi 
narle facciamo y~e X , ed avremo come sopra 

A*.}— e^e 0 — i)*; di poi 'Z.m X y— 



X X 

me x 



x x 
m e 



a a 
m e — i 



/ « a / 
(m e — i) 



. x x 

e generalmente — — Sarà dunque sostituiti 

, a a A 
(ni e — i ) 

questi valori 

! =A-f-A'(e a — i )-+-A"(e° — i ) a -+-A'” (e® — i ) * -i- ec . , 

(m a e u — i) n 
e quindi 



_=/n' r (Ay-»-A , Aj-4-À ,, A a J y^-ec. ) , 



[ffx“(i-+-Aj}— i)” 
purché nello sviluppo del primo membro si scriva da per tutto 

A*y in luogo di A y‘ . Sarà dunque in questa ipotesi 



.r 

£ .ni \—. 



[«“(i-t-Ay)— i]" 



, (13) 



ày 



e posto e dr — i i n luogo di A y sarà con le solite condizioni 

x 

2 n -« x J= 5- 04) • 

( a a lh. 

\m e — ì / 

Se con i segni A', e 2' , indicheremo le differenze e le som- 
me quando x varia di a ' , l’equazioni (u) e (i3) ci daranno 

.'a x x r a'. . -,/! 

A ,m yxzm \m ( i-t-A j) — ij , 



v n x 
- 2 * .in 



ni 



[ w a (.^A»-,f 



Ma per l’equazione ( 9 ) j-+-A'j=r(i-t-Aj) a ; dunque 
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*7 fi 



i Tl X Xr A / a -ili / «t 

A .ra yrrm [ra (i-f-Ay) — i] , (io) 
x 

“ — Tt • ( 16 ) 



Z n .m* 



[m a \i+*yf- i] n 

Se facciamo in queste ultime equazioni a'zzdx, A .my 
diventerà d n .m x y, 2 n .m x y diventerà —^—f n .m X ydx n , 



dx 



dx 



i 

. a 



m dx (i+Ay) a =^\o g .m a (i^y) , 

stituiti questi valori avremo 



e so- 



ji x , 

o n — — — =m x [log,(n“( i-t-Ay)]” , 
dx n 

J n .m x ydx n 



«/* [log./M*(i-4-Ay)J ,i 

Questa ultima equazione, a motivo di 

tir 

log.w“(i-+-Aj)=log.m a e ^ x =« (l°g.m-+- ^0 , ci darà 

y'”.m x yrfx n :=an a; ^Iog.m-*-j-^ — n 



( ! 7 ) 

(. 8 ) 



x . 

"“fi 



<ty 



n(n-t - 1 ) d a y 



■ ec. 



V(log.ffi)'* (log./n) 4 "’’ 1 dx ■* (log.m) n_H2 £fx a 
L’equazione ( 1 5) posto a ed n~\ serve ad interpolare le serie 
della forma a-*~bm-t-cm a -*-em , -*-ec. , nelle quali le differenze 
consecutive de’termini a, b, c, ec. vanno diminuendo. 

In quell’equazioni , che comprendono segni integrali, ab- 
biamo omesse le costanti necessarie per rendere il loro valore 
completo. Ora, siccome per render completo un integrale del 
prim’ordine conviene aggiungervi una costante A, cosi perchè 
sia completo un integrale del second’ ordine , bisogna aggiunger- 
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vi la quantità Ax-+-B , ove A e B son costanti arbitrarie; ed in 
generale per render completo un integrale dell’ordine n convie- 

ne aggiungervi la quantità Ax n 1 -*-Bx n 2 -*-Cx n ...,-KÌV, 

ove A, B....N sono n costanti arbitrarie, le quali svaniscono 
nel prendersi n volte la differenza dell’ integrale . Infatti sia, 
omesse le costanti , ZX—X' , 2 A''=A'', 2 X"zziX"', ec. , avremo 

facendo Ax=a, 2 X=X'-*-A , e Z*.X=X"i-'2A=X"+—+B , 

a 

cioè =X”-*-Ax-*-B se ponghiamo A in luogo di lo che non 

fa differenza a motivo di A arbitraria. Prendendo di nuovo la 

somma avremo 2 • X=X'"-t.A2x- t -2B=X'"-t- — — — -f- — -*-C 

sia a o 

~X"'-t-Ax*-*-Bx-t-C . Di qui apparisce in generale, che Tinte» 

graie 2 n X sar à per divenir completo così espresso, 

2> n X—X^~* -Ax n -Bx n 2 . . . . -s-A T , ove A , B , C , . . . N 

sono n costanti arbitrarie. 
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PARTE TERZA 

DEL CALCOLO INFINITESIMALE 

SEZIONE II. 

DEL CALCOLO INTEGRALE 



CAPITOLO PRIMO 

Della integrazione delle formule differenziali 
di una sola variabile . 



ia3. 

Finora abbiamo trattato della differenziazione delle funzioni: 
quando dalle differenziali date si vuol dedurre la funzione Uni- 
ta , da cui esse son nate, questo è ciò che si chiama integrare, e 
Calcolo Integrale quello, che si raggira in questa ricerca. Si 
osservi fino d’adesso che il differenziale di una funzione qua- 
lunque, ed il differenziale della medesima funzione accresciuta 
di una quantità costante non differiscono tra di loro; quindi a 
qualunque integrale conviene aggiungere una costante, acciò 
esso rappresenti generalmente tutte le funzioni, che possono 
dare la medesima differenziale. Se un integrale ha la sua co- 
stante arbitraria , si chiama completo: se vi manca la costante, 
si dice integrale particolare. E evidente, che infiniti integrali 
particolari son compresi nell’integrale completo , secondo che la 
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costanti* ha uno o un’altro valore. Il segno d’integrazione è il 
seguente /'; così fdx\/(a 3 — x a ) ■sprime l’integrale di 
dx\/(a 2 — x a ) , cioè quella quantità, di cui il differenziale è 
dx[/(a a — x 1 ) . Prima di andare innanzi sarà bene rimetter sotto 
gli oorhi l’integrale delle differenziali più semplici, il quale 
subito si deduce dalla differenziazione. 



Differenziali 

(a-t-ix ) n dx 
dx 

a-*-bx 

dx 

\/ (a a -*-x a ) 
dx 

\Z(a 3 — x 3 ) 
dx 



Integrali comideti 



& 

»■+• 1 



(a-t-br) ,, . 

(/■*-*- 1 )b 

log.(q-eJ»x ) y, 
b 

log .[x-*-p / '(a a -t-x*)]-t-C 

Arc.sen. .f -*-C, o — Arc.cos.-2 -t-C 
a a 

— Are. tang.-fì-t-C, o Arc.cot. 



x, 
a dx 



dx 

xlog.x 



dx 



xlog.xXl g.Jog.x 

dx-. n 

— tog.x 



dx 

xlog.x 
dx cos. x 
dx sen.x 
dx 



log. log. x 



cos.x 

dx 

sen.x s 



log.a 

log.log.x-+-C 



log.Iog.log x-t-C 



log 






-t -C 



n -+- 1 



ì ì n-s-i 

lOg.lOg.X ,r, 

«-*- 1 

sen.x-+-C 
— cos.x-s-C 

tang x-*-C 

* 

— cot .x-+-C 
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sec.x-t-C 

—cosce. a-t-C . 



Oi 



Vi sono alcune differenziali , l’ integrale delle «piali quan- 
tunque reale, si presenta spesse volte sotto un aspetto immagi- 
nario. Tali sono queste: / =Arc.sen.x 



/• dx 



— ==log.[x-H/( , -t-x , )j 



_ log.f.r(/— i-H/( i— x 3 )J 

l/— * Vl/(l-*-.T*) 

_ Arc.sen .»(./ i . Generalmente le differenziali , che s’integra- 
no per archi di cerchio, possono ancora integrarsi per logaritmi, 
ma allora l’integrale si presenta sotto un’aspetto immaginario, 
e viceversa Ciò nasce dal rapporto, che esiste tra le funzioni 
di cerchio, ed i logaritmi: infatti, come abbiamo osservato al- 

trovo, sen.a-=— 



— i 

e se facciamo xzxt[/—i , sarà sen.q/— i: 



—t t 
_e —e 

2 |/— l 



t —t 

cos./i/' — i=r ; cosi ancora abbiamo 

a ~- 

— isen.f , e I =cos.*-l/-isen.f , le qua- 

li espressioni ci saranno utili per ridurre ad una forma reale 
questa sorte d’integrali, che si presentano sotto un’aspetto im- 
maginario . 

Poste queste cose passiamo a cercare P integiaziooe della 
formula Xdx, egsendo X una funzione di x. Primieramente 
supponghiamo che sia X una funzione razionale, e per ciò che 
abbiamo insegnato (tao) la quantità X potrà sempre decom- 
porsi in una serie finita , la qnale non comprenderà che de’fer- 

. . , ,, r n , adx (a-t-bx)dr 

mini della lorma ax dx , , . 

• (p-+y x ) (p 3 -*-2p<]xcos[l+q a x 3 ) n 

ove n è un numero intero positivo, ed a, b, p, q , e p’ Si>- 

Tom. II. 1 1 
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no quantità costanti qualunque. Ora l’integrale completo «li 



n , , ax 

ax dx e 



n - 4-j 



71-*- 1 



• c ; quello di 



adx 



eccettuato il caso di 



n — i 



(P-+9*) 

; e quando rt—i , l’integrale com- 



izi— 

pioto è —log .(ps-qx) — log.cn ylog.^pf. Rimane la terza for- 
mula (a-*-bz)dx ) <jì cu j cercheremo prima l’inte- 

( p 2 -t- 2 pqxcos fi-*-q a x *) n 

graie nel caso di n=i. Facciamo p a -*-2pqxcos.fi-4-q a x a ^t , e 
prendendo il differenziale logaritmico avremo 
zpgdxcos.fi+zg'xd x _dt e quindi 
p a -*-2pqxC0S.fi-*-q a x a t 

x dx i dt p dxcos.fi 



p‘-*-2pqxcos.fi-*-q a x a 2q a t q p a -+-2pqxcos.fi-*-q a x 

(a-+-bx)dx i dt aq— bpcos.fi dx 

p a -+-2pqxcos.fi-+-q a x a 2q a t 



, ed 



p a -t-2pqa rcos 



cioè tutto si riduce ad integrare la formula più semplice 






2 r 2 > 



dx 



.Si osservi che p a -*-2pqxcos.fi-\-q a x a è 



p 1 -*-2pqxcos.fi-t-q a x 2 

______ 2 

zzp 2 sen.fi -t-(pcos.fi-*-q j?) a ; dunque posto/?cos./?-*-yx=pusen.^, 

e perciò ffx~~P ^ useIÌ | formula e ^- — -, diven- 

q p % -*- 2 pqxcos.p-*-q a x a 

ta 1 .. du x che ha per integrale Arc-tang.u Q u i n di la 

pqsen.fi !-*-«• nasen.o 

formula (*+**V* 



pqsen.fi 

ha per integrale 



p a -*-2pqxcot.fi-t-q 2 x 

-ÌLlog.t-*- 0 ^ bpcos.fi ^ rc ta[) - iiw . cioè 
a q a 6 pq a sen.fi b 

—-log.(p a s-2pqxcos.fi-t-q a x a )-t- o ^~V C0S ~^ Arc.tang. ^ C ° S '^~^y - -*-c . 
a q a ' pq a sen.fi 6 /zsen.£ 

Invece di c salva la generalità posso scrivere 

C— fi Arc.tang. cos 'ff > e d i due ultimi termini dell’ina 

pq a sen.fi sen.fi 

tegrale trovato diventeranno 
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£? — rc.tang. ^ 00 *'^ ~* ^L— — Arc.tang. ^2— Ì^-t-(7. Ma sap- 
pq -‘aeii.p V pseu.p SCII.;5/ 

, x tang.y — tane* , 

inumo essere tang.fy — z)= ^ El , dunque 

i-f-tang.yXtang.s 



Arc.tang 



pco$.fi-*-qx 



■Are. tane. 



c °^=Arc.tang., ? xse, ±L. 

sen.p p- 4-y.rcos.p 



p sen.|> 

Quindi si potrà dare all’integrale trovato anche la forma 

—— Iog.(p a -*-2noat c os.^-+-y a x a )-4-!l^_ ^—21 Arc.tang. ? Xa —'- ~- 
2q 2 6 />y a sen.j? ° p-i-qxCOS.(l 

Nel caso di ft—o, la differenziale data diventa 

(a-t-bx)dx * c j ie g j r j so l ve nelle due parti — —t ^ ar f bp)d.r^ 

(p+qx)* _ f jip^J x ) q(p-*-q*) % 

-C. 



+c. 



aq — bp 



le quali ci danno per integrale — \og.(p-*-qx)~ 

? a <7 a (/>-+^x) 

L’ integrale della formula (a-*-bx)dx dipende 

(p a -t- 2 pqx cos. fi-**] 3 x a ) n 

d x • «• 

da quello della formula ; quindi il 

(p a -t-2pqxcos.(ì-*-q*x a ) n 1 

problema sarà risoluto dopo questa riduzione , qualunque sia il 
numero n, perchè discendendo arriveremo sempre ad una for- 
mula, in cui n sarà ~j , la quale sappiamo integrare. Si sup- 
ponga 

(a-*-bx)dx A+Bx 



f- 



(p»-4-*pqxcot.{1-+-q 2 X a ) ‘ 



(p 2 -*-2pqxcoa.(3-t-q a x * ) 
Cdx 



n — i 



■J 



(p a ~i-2pqxC0S.ft-+-q * X a ) n * 
ove A, B, e C son quantità costanti. Differenziando avremo 
a-¥-bx (n — ] )(A-t-Bx)( 2 pqcns .^-^- 2 q 1 x) 



(p*-k- 2 pqx cos (9-t-y 2 x 2 ) n 

H-+-C 

iti — i 



(p a -*-2pqxco».(i-*-q a x a ) n 
-, e riducetido al medesimo deno- 



(p a -t-2pqx cos.^-t-j a x a ) 
minatore 

a-*-bx=i(B-+-C)p a -%A(n- \)pqcat .$-*-[%B-*- 2 C- 2B(n- ì)]pqxcog.{> 
—a A(n — i)y a x-+-[S-e-C— a/?(n— i)jy a x a , 
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e quindi (Bs-C)p 2 — nA(n— i)pqcot.fi—a , 
f 2.(B-*-C)—2 B(n — i )]pq co», fi— a,sl(n— \)q 2 z=l , 

B-+-C — 2 B{n — i)=o; cioè 2 B(n — i )p 2 — iA(n—\)pqcos.fi—a , 

2, B(n—i)pqcos.j— xA(n~ i)q 2 zzb; onde si deduce 

^ uycos.jl — Ap p aq — bpcun.fi (2n — 3 ) («<7 — bpcot.fi) 

2 * """ ■ a * -———a 

2(n—ì)pq 3 scn.fi n(n— iiptqsen.fi 2(n— i)p 2 q. sen.fi 

Dunque il problema è risoluto, e si ha 

(a-ì-bx)dx apqcos.fi — bp 2 -\-{aq 2 — bpqco*.fi)x 



J 



(p 3 s-st.pqxco&.fi-*-q 2 x 2 )' 1 2 (n — rfpiq* sen.fi (p 3 +-2,pqxcosfi-i-q 2 x a ) n 1 

(20 — 3 )(a<y — bpcos .fi)dx 

J 2(0 — l)p 3 qseu.fi (p 3 s-xpqxcos.fis-q 2 x 2 ) n 1 
Si debba per esempio integrare la frazione razionale 

(a i b xjdx Se i.° il denominatore ha i suoi fattori reali e 



a'-t-b'xs-c'x* 

disuguali, rappresentati questi per p—qx, p'—q'x, la frazione 

.. . (a-cbx)dx aa'-s-bp' dx 

proposta diventerà — -———L. — L- .— — 

(p—qx)(p~qx) pq—pq p—qx 

- e l’integrale sarà . ]o ^L~JLE) 

pq'—p'q P—qx p q—pq q 

aqs-bp log.(/> q x ) . 2.0 Se i due fattori sono eguali , si 

pq'—p'q q 

_ . (a-t-bx)dx ( aq-*-bp)dx bdx 

dovrà integrare la formula — — — ; r > 

S (p-qx)i q(p—qx) a q(p~qx) 

e l’integrale completo sarà ■ a ?~ 4 ~^ 7 Alog.(/>— qx)-*~C. 3 .° Se 

6 q*(p-i x ) X „ r • . 

i due fattori sono immaginari , si potrà dare alla frazione data 

, „ (as-bx)dx 

la forma — 3 — — • 

p 3 s-2pqxcos.fis-q 3 x 2 

Prendiamo, per secondo esempio ad integrare la formula 
^ x - . Si troverà che essa si risolve nelle frazioni 



(,-*<) 

dx 



?>dx 



dx 



3 dx 



dx 



16(1— x) 2 
dx 

‘**4(i-i-z») 



i6(i— x) i6(i-*-x)* i6(i-t-x) 4(i-»-x®) a 

Dunque / — — — =c -+— ■ — — — -Llog.(i— *) 

./ (1 — i‘l* 16(1— x) 16 



Digitized by Google 



T 



3 



D’ ALGEBRA P. III. 

x 3 



1! j 



j6( ih-x) 
x 



log.( t-*-x)-+ 

.6 8(ih-t 3 ) 

3 



8 



Arc.tang.x=c 



4 (i— x 4 ) 



log. '~*r r . — Arc.tang.x , 
1 6 i— x ^ 8 

124. 



Venghiumo alle differenziali irrazionali, e sia in primo 



luogo proposto d’integrare la formula 



dx 



_. Convien 
[/(a-+J/x-*-cx* ) 

prima liberarla dalla irrazionalità , e per ciò fare bisogna di- 
stinguere due casi. Siano i.° i fattori di o-t-ix-t-cx* reali e di- 
suguali, espressi da p — qx , p’ — q'x\ si faccia 

-P z °—P' 



qz*—q 



a-*ix-*-cx 3 —(p — y.r) 3 z®, e si avrà 

I 

dr — 2 -(p' q—pq')z dz ]/{ ^, g + cx a , e quindi 

(qz*-q'y ,Vy qz 3 -q' 

• Se q e q' hanno il medesimo segno, 

|/(«-H&XH-Cx a ) qz 2 — q' 

questa formula potrà cangiarsi nella seguente, 

}—( — — \ , che ha per integrale 

\7q'Wq-Vq' *i^-+vV/ 1 

ch 1 log. il quale posto per z il suo valore 

j/lp’-q'x) d . venta I i \/q-\/(p'-q'x)-l/q'-\/(p-qx) _ 

\ Ap—q*) 1 /qq' VqV{p'—q' x )-*Vq'\ /(p—q x ) 

•_ #„ 

- avrà per in- 



atte 



qz 3 



S e q e q' hanno segno diverso , la formula 

tegrale ch — 2 - Arc.tang.zl / !L—c 

V —qq’ * 4 

-I- a Are, tane. Siano 2. 0 immaginari i 

1 /—qq' \/—q'\/(p—q x ) 

fattori di a-t-bx+cx 2 : in tal caso dando a questo trinomio la 
forma p 3 -*-2pqxcos -§-*-q 3 x a supponghiamo questa quantità 

—(pz-t-qx) 2 , ed avremo x= P( l ~ z *ì , 

2 q(z — cosp) 
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dx=rP d . Z il=.l i c . 0> /-~ , > . Quindi la formula ^ 

2 7( z — cos.p) 4 

diventa — ed ha per integrale 

q(z— cos7/7) 1 6 

C — C° s .^)= :c ' — ^ \og\\/(j> 1 -*-ipqxC06.§-+-q 1 X % )—qx-pCfìt.{ì], 
posto c'~c-*-—log.p . 

E chiaro, che con le medesime sostituzioni potrà rendersi 
razionale ogni formula, la quale non contenga che radicali del- 
la forma [/(n-H^x-r-car*). Cosi si potrà render sempre razionale 

s 

la formula x r 1 d.v(a-+-bx r -*-cx 2r ) * , se i ed s sono numeri in- 
teri positivi o negativi : infatti posto x r =M la formula diventa 
s 

—u 1 d^a-t-bu-ircu 1 ) 3 , la quale non contiene die il solo radi- 
cale | /(a-*-bu-+-cu *) . 

Cerchiamo adesso in quali rasi si può render razionale la 
P_ 

formula x" 1 1 dx(a-*-bx n ) 1 . Pongbiamo a-*-òx' l zxifl , e sarà 

P 



(a-¥Òx n ) 1 zzuP , x n — 



n ifl —r. 



m ju ^ — a\n ■ 

. x =^_^_ J , e quindi 



b 

J. 



x m 1 dxzz n , e la nostra formula 

m—n 

diventerà 1 du^L——^ " . Di qui apparisce, che es- 

sa sarà razionale tutte le volte, che — sarà un numero intero. 



Si faccia nella medesima formula a-*-hx n zzx n , e saia 
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L L a 

. , n.1 al m a n . 

,(a-hbx ) — , x — ; quindi 

~ m 

(**-*)" 



8 ? 



L 

{z q -b)1 



n q — I , 

x m -'d.r=m z dz 



m 

hi 



, e la nostra formula diventerà 



n(z q —b) n 

tn p 

-qa Tl ^~ìzP^1- x dz 



m p 



. Onde la data formula si renderà razio- 



n(z q -b) n 1 



naie tutte le volte, che — sarà un numero intero. 
n q 

i 

Si abbia per esempio la formula x*dx{a-hbx*) * , ove jmi, 
q—i , m=. 4 , n=a , ed ^ eguale ad un numero intero —% . Onde 

per la prima trasformazione la formula diventerà u a du— 



b* * 



ed il suo integrale sarà cioè 



/ a-t-Ax» 

V 5 b» 3 b*) K 1 



-hC . 



56 » 36 a , 

Si debba in secondo luogo integrare la differenziale 



3^ 

a 



dx(a-hbx a ) n ; sarà mzz i , n—i , 3 , q=3. , ed •£-*-— 

s: — 1 = ad un nunàero intero . Facendo uso pertanto della secon- 
da trasformazione troveremo la differenziale — , e perciò 

l’integrale della nostra formula sarà 



az» 
+-c . 



a[/(arhbx a ) 
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Se fosse proposta In formula x m 1 dx^ — , fàccia- 



d+b'x 



mo 



a-*-bx n a i / \ q » « a'ifl—a 

, ed avremo! 1 =«■* , x — 

. A'-'* ^d-trb'x 1 



a’+b 



b—b’u> 



. q 

m / au 1 — a\ , m — i , 

a: zzi 1 , ed x dx 

H-buV 



m 

n 



a'u q — av n / a’u q * du b'(difl — d)ifl 1 dii 



>1 /a'u ' — av /a’u' d 

n \-b’u q ' ' b—b'u 1 

formula diventerà dunque 
m 



(b — b'u q ) J 



)• 



La nostra 






<] uP~*~ q 1 du /a'u q — av n 


.(d-+ 


b {a u a )j. ed è chiaro che 


- " b—b'u q 'b-b'u q > 


V 


b—b'ifl 



sarà razionale, quando — sarà un numero intero. Quindi, se 

rizzi, la formula x' n ‘^( P otri sempre ridursi alla 

razionalità, ed ottenersene perciò l’integrale. 

£ 

Siccome la formula x m ~ ì dx(a+bx n ) q si può ridurre ra- 
zionale. mia odo — o — - 4 -— sono numeri interi, se può render- 
1 n n t] 

L 

si razionale la formula x m 1 dx(a-*-bx n ) q , si potrà egualmen- 
te ridurre alla razionalità la formula più generale 

L -^ 

x’n-*-"' 1 , qualunque numeri interi si pren- 
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<lanO per a e per j? . Ma quantunque la formula prima 
P 

x m 1 dx(a- 4 -bx n ) 1 non si possa rendere razionale, pure si potrà 
sempre dalla integrazione di questa far dipendere l'integrazione 
dell’altra . Per esporre questa riduzione, consideriamo la fnn- 

, £-1 

zione x (a+bx , il di cui differenziale essendo 



( 



772— I 



— ■4*1 ? t 

sarà x m (a-*-bx n ) ^ •=zmafx m 1 dx(a-*-bx n ) ^ 

ÌL 

-4- 1 dx(a~*-bx n )^ , e quindi 






bh-h — 1 



dx(a-t-bx n ) *1 qx m (a-*-bx n ) ^ 



'Ut 



(mq-*-np-*-nq)b 



- m< l a . - . f x m 1 dx(a-t-b x n ) </ ; 

(mq-*-np-¥-nq)b 

e se invece di m scriviamo m — n, avremo quest’ altra riduzione 

P P 



(B)fx 



m — n — I, , , n ^ x' n n (a-*-bx n )^ 



dx(a-*-bx ) ~ I 



(m — n)a 



- {m ^lP) b fx m -'dx[a+bx n ) * . 

(m — 11 )qa J 
P_ 

Dunque all’integrale fx m 1 dx(a-*-bx n ) 1 si potrà ridurre l’in- 

P 



tegrazione di fx 



m^Czn — 4 



dx(a-*-bx n , e più generalmente di 



/ • oi±an— 1 , . , n.q 

x dx(a-*-bx ) Y . 

Tom. II. 



la 
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£-t-i 

Il differenziale di x' n (a~*-bx l )1 può anche porsi sotto la 

£ 

|«4r M*nrxv* 

9 



forma 



. mq+np+ njL^m i ( j x ( a _ tm fr x n ') 9 . Quindi avremo 

(C) fx m - I Jx(a+bx n ) 9 * 



mq-*-n(p-*-q) 

^_n(p. *3h_f x m -' dx(ar u x n ) , 

mq-*-n(p-t-q ) 

e ponendo — y in luogo di p 

(D) fx m 1 dx(a-*-bx n ) ^ = -7" W (^V 

£ 

HK ^ n ±fx m - 1 dx{a+bx n , 1 . 
npa 

P 

Onde alla formula _/x m 1 Jx(a-t-6x n ) ^ si può ridurre l’integra- 
— :fci 

le della formula fx 1 (a-^-bx 11 )^ , e più generalmente del- 



la formula /x"‘ l dx(a-*-bx n ) ^ 






Se al differenziale di x m (a-*~bx n )^ diamo finalmente la for- 

t 

ma mx m 1 dx(a-*-bx n ) ^ ^-^£-bx m ~*~ H * (Lr(a-*~bx n ) 1 , avremo 
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(E) fi 



m-*-n — i 



dx(a-*-bx 



- — i m. , n. 

n j q qx (a-t-ox ) 



npb 



— T —^f x ' n * dx(a~*-bx n )V , 



ed inoltre ponendo m—n, e p-+q in luogo di m e p 

( F ) J* 



£-1 



m n 1 dx(a-*-bx n ) H = * m ^ a ^y - 






£ 

("*—«)? . , „ ... 

Abbiamo adunque ottenute sei riduzioni, delle quali ci po- 
tremo al bisogno servire . Riguardo alle formule ( A ) , (B ) , (D), 
ed (E) conviene osservare che , quando il coefficiente della se- 
conda formula integrale svanisce, la prima ammette un integra- 
le algebraico. Avremo infetti 

P_ 

per (A) , se m~o,fx n l dx(a-*-bx n )V 

— H-I 

g(a-+-bx n )1 

n(p^-q)b 

m 

per (B) , se — — ,fx m n 1 dx(a-+~bx n ) n 
q n 

m 

-4-1 

in— n , » fiv n 

__ x (a-+-bx ) 

(m — n)a 



m 

per (D ) , se —— — fx m "~ l dx(a-*-bx ìl ) n 

m 

x m (a-^-bx n ) ” 

ma 
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p< r (£), se m—Q,fx n ' dx(a-*-bx n )1 

P_ 

q(a-+-bx n ) 1 

npb 

i quali rasi son compresi in quelli considerati Hi sopra. 

Alcune volte il coefficiente della seconda formula integra- 
le diventa infinito, ed in questo caso le precedenti riduzioni 
cessano di essere utili. Quando però questo succede, nelle ridu- 
zioni (A), ( B ), (C), ed (F), si ha sempre o — , o — eguali 

n n q e 

ad un numero intero, e perciò le formule son riducibili alla ra- 
zionalità. Nelle riduzioni (£>) ed (E) si ha in questo caso/»=;o , 

<'s m — l dx rx m ~*~ n — 1 d 

e le formule j , > — sono da loro stesse ra- 

a-t-bx rl a-+-bx n 

rionali . 

Sia proposto di trovar con questi’ principi l'integrale della 
formula— , ove m è un numero infero positivo. Avre- 

mo per la prima riduzione j — ' — — - c ^ ^ 1 

m f X m ~ l di l/i 1 — x “) m -*-‘ 

/ — ; quindi sarà per i valori di m dispari 

wi-t-i ' l/(i—x 3 ) r 1 



x 3 ) a v ; a ' l/(i— x 3 ) a ' 

— Arc.sen.x 
a 

C x*dx _ /i 3. i \. ,, 3. i . 

/ —x. =— I— x s h ,r)/ i— x 3 )h Arc.sen.ar 

•'I/O— x 3 ) \à, 4 a ' 4 -a 

/' x'dx / f . 5.i . 5.3.1 \ 



-5^L-^-lL x i^±lx\/(^x 3 )^l± Are. 
7 !/(•— x 3 ) '4 4-a r K ’ 4 -a 

(' T*dx ( I 5.1 , 5.3.1 \ 

I —T. — — ( — X‘-H X J -t- T )l/(l — X 3 ) 

j/(i — x 3 ) \6 6.4 (>. 4 . a / 



Arc.sen.ar 



-Aro.sen.x 



ed in generale 
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f. x *' dx ^ M»jr') , ai -3 ^ ( 2 /— )(ai-3)... 3.. \ , 

••'J/'(i — x a ) 'ai a /(ai — a)» a/(ai — 2). ..4*2 r v 

(ai— 1 )(2i— 3)(2 ì— 5 )... 3 . 1 



-Arc.sen.ar-+-Cost. 



ai(ai — a)(ai — 4)"-4- a 
Per i valori di m pari avremo 



/* r'rfr / 1 

«/ L/( 1 — x a ) '5 



3 ./ , — ara) 






e generalmente 

21 - 4-1 



/* ^=C (_i-x 2i 

• ' p/(l— x*) 'ai-e-i 



-lir a 

5.3 


_^ 6 4-',. 9 6-4-aS 


.7-5" 


7.5.3 


7.5.3^ 


2Ì 

- X — 


2Ì 


2Ì — 2 

—X 



ai(ai — 2)...4 2 



(ai-f-j)(ai — j) 
Coll’istesso metodo si troverà 



dx 


( 1 H 


ai — 1 




\ . 2Ì 

2/X 


. » ai— a 

a/fai — 2)x 



(ai-s-i)(ai— 1) 
(ai — 1 )(ai — 3).. .3 






2i(ai — i)...2x 2 / 



V(>-* 3 ) 



r-i 

J X I 



dx 



(a i-,)(ai- 3)...3 , 

a/(ai— a)....a x 



-=G- 



l/(i-* 3 ) 



/ 


1 


.1 

ci 


L 







4> v (l _ x ,) 

(ai - 1 )(2i-d)...3x / 



Le precedenti riduzioni sono ancora utili per trovare i va- 
lori , che le formule integrali ricevono ir» alcuni casi solamente. 



Sia proposto per esempio di trovare il valore di 



m , 
x dx 



nel 



|/(i-x a ) 

caso di x=t , l’integrale essendo in modo determinato, che sva- 
nisca quando ar=o . Abbiamo veduto, che in generale 

i'x dx - x 1/(1 — j? a ) m f^x dx ... , 

/ =— ‘ -H / — , e quindi nel 

•' I/O — -f) m-t-i m- t-K- [/ ( 1 — x 2 ) 



caso di xzzi , / 



/ x dx 



,, m . — 1 , 

r .r rf.r 



j/(i— jr a ) /n-t-i 



- / — . Onde, siccome 

J |/(i-a-> 
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nel caso di x=i abbiamo 



E Ji E M E N T I 

dx p 



/ dx 
!/(•—■ * 



, essendo 2p la eir- 



- X >) 2 

conferenza del cerchio, che ha per raggio l’ unità, e 

/ ' x dx 

~! . avremo 

J/(i— x*) 

/ ' x a dx i p 

l/(i— x 2 ) a a 

/’ x *dx i.3 p 

J l/(i — x 1 ) 2 . 4 a 



/' x*dx i .3.5 p 

• |/( J — x *) a-4-b a 

e generalmente 



r x'dx a 

J 3 

/ x'dx a. 4 

\/(i— x*) “ 3.5 

/ . x'dx _ a. 4-6 
|/(i — x 1 ) 3.5-7 

/' x^'dx i . 3 . 5 . 7 .. ( 2 i — ') P i'x % i~*~ I dx_ a-4-6.8....ai 

•' l/(i — x a ) 3.4.6. 8.. ..ai a ' J \/(i — x a ) S.5.7.9...(ai-t-i) 

Si veda il Calcolo Integrale del Sig. Euler. 

Le medesime riduzioni c’insegnano ad esprimere gl’inte- 
grali per un prodotto d' infiniti fattori. Si debba per esempio 
svolgere in un prodotto infinito il valore, che riceve la formula 

doc • • • 

nel caso di x=i . Abbiamo in questo caso 

m — 1 



ar 



; quindi sarà f «L_ 

J [/(i — x a ) m • 1 /( 1 — x a ) J \/{i — x ■*) 

— 2 f x% àx — a .4 r X*dx — a-4-6 r X*dx ed in 
iJ l/(i— x*) i.3^ 1 /( 1 — x“) 1.3.5*/ l/(i--x a ) 



serale f — — a ' 4 ’ 6 ai , qualunque sia 

i.3.5... (ai — i)*/ l/fi — x a ) M 

i -, e perciò anche quando i è infinito. Nella medesima ma- 

2|^a] 

Z' xdx 3.5.7 . ..( 2 Ì-H 1 ) fx dx «. 

mera troveremo / ~ i 1 —, r ■ ™ a se 

J |/(l — X a ) 3 . 4.6 3 iJ l/(l — X a ) 

dx 

) 



* l dx r* M +'d- 

ì è un numero infinito le formule / — ^ ed / . 

J l/(x—x a ) x a 



sono eguali; dunque avremo 



*) J l/( j 
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dx 



(/(!— x*) _ P I-3.5.7-9 
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xdx a 3.5.7 - 9 ' • 1 . 3 . 3 . 5 . 5 . 7-7*9 

l/(i— x a ) a.4.6.8.10. 



PC. 



«he è la celebre formula di JVallis per la rettificazione della 
circonferenza del cerchio . 

Quando le formule irrazionali non si sanno per mezzo di 
adattate sostituzioni liberare dai radicali, alloia si procura di 
ottenerne l’integrale espresso per strie; e qui dobbiamo ram- 
mentarci tutti gli artifizj soliti adoprarsi nello sviluppo delle 
funzioni in serie. Sia data adunque la formula differenziale 
Xdx , e la quantità X ridotta in serie sia della forma 

X=A.r m +Bx m + n +Cx m ^ n +Vx m -*-' in + ec. ; avremo 



Ax 



172 -t-i 



Bx 



m-HB-HI 



Cx 



/n-nan-H 1 



- 4 -ec. 



ffJ-H2M-HJ 



fXdxzx.co*t.- 

m-t-i 

Per discendere a qualche caso particolare indicheremo varj 
modi d’integrar per serie la differenziale 

£ 

x m ~~* dx{a-+bx n )V =dy . Sia primieramente a positiva, e fac- 

L _ b n L 

ciamo « ? =c; sarà dyzzcx m l dx(i-t~— x n )1 . Siccome 

( ^l x n\ì- , _ Et x n + p^r2 ) I\l x ^PÌSTJl£r^f}tlJ n ^ fr . 

\ a f qa> q.zq.a* q.aq.óq.a * 

avremo integrando 



(x pb 

YZZ.C \ -4-— — . 

v ni qa 



m-t-n 

x 

m- 4 -n 



/ \ 7 _ W*4*2?l . 

P { P~ì ] t . f -nec.UCost. . 

q.2q.a a m-t-a.n / 



la qual serie và all’infinito, eccettuato il caso di Pj eguale ad 

un numero intero positivo. Questa medesima evoluzione può 
adoprarsi anche nel caso di a negativa , purché q sia un nume- 
ro dispari. Ma se q fosse pari, la quantità c sarebbe immagina- 
ria: in questo caso la nostra formula deve porsi sotto questa 

£ 

forma; dyzz. x m * dx(bx n —a)^ 
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P P n 
— m- t-— —>t 



— m-i — i v — 

=4 *1 x 1 c/:r^ i — ~x n J ? , e siccome 

£ 

/ , _ « ■ v - . _Pl x ~ n . p'r-n}"' — a« _ 

V 4 >/ ~ y4 y CC ’ * 



avremo integrando 

° • 

P P V <1 P 2» 

— m-\ — n in-*-- — -n m-\-- In 

y—b l /?£ ’i Pf 9 x 9 ^_P<P—<l) aì 9* q 

'mq-+-up qlt mq-t-n(p — q) q iq.b* rnq-*-u(p — zq) 

Se a e b son numeri positivi, si può fare uso dell' una e dell’al- 



tra serie . 



La formula y—fx™ 1 dx(a-*-ix n ) $ può anche svolgersi in 

C-I 

una serie con un'altro metodo. Facciamo yzz(a-*-bx . z , 

a 

e sarà dy^z(a-t-òx n )^ [dz(a-t-bx n )-^-^£^^-bx n ’zdx] , e quindi 

x m ~ 1 d X=zdz{a-*-bx n )-*- T ’* P '*~^ bx n 1 zdx . Prima di cercar la se- 

rie che rappresenta il valore di s osserviamo, che quando x sva- 
P P 

— — -t-i m — i , 

nisce, abbiamo dy—a'^x" 1 ' dxxza '1 dz , cioè dzxx- 

a 

Facciamo dunque 

. m n m-*-n „ m-t-an rì m-t-òn 

zzz Ax -t -Bx +(;i -t -Dx -*-ec. , 

, dz m — i , . f . m-t-n — ì , ~ m-t-an — i 

e sarà —~rn Ax -+-(m-t-n)Bx -t-(m-t-in)Cx 

-4-ec.; sostituendo i quali valori nell’equazione 

qdz. , n. . n — i m — j 

i-—(a-t-ox )-*-n(p-*-q)vx z — qx zzo avremo 



mqaAx m 1 -*-(m-*-n)qa Bx’ n ~*~ n 1 



- 9 



mqbA 

-*~n(p- *~q )bA 



, \ o m-t-zn — i 

4-(m4-M]'/aCx -t-ec. zzo, 

-h(m-*-ri)qb B 
-+-n(j?-+-q)bB 



Digitized by Google 



97 



D' ALGEBRA P. III. 

e quindi Azz— , n-- \ m <T+ n (P+'l)V> A 
ma ( m-*-n)qa 

C-— n n __ [{m-*-in)q-*-n(p~t-fj)]b ^ 

(m-t- 2 n)qa ’ (m->-3n)qa ’ 

Sarà dunque posti questi valori 



ec. 






y=(a+bx n )<l ^/ + i}/ +,, + c/ +S V e c.). 

Abbiamo espresso il valore di z per una serie ascendente ; 
se vorremo averne una discendente ponghiamo 



s dx . . À> 1 1 

e sara —=zAAx 
dx 






h-(X—n)Bx 



X—n — i 



-{ A — 2 .n)Lx -t-ec. 



e sostituiti questi valori ne verrà 

i ?b t 4x À -™~ I ->-(X—n)qbBx X ~ J +(X—2n)qlCx i ~ n ~ 1 -^c—qx m ~ 1 

-*-n(j?-t-q)bA •+■ XqaA +(X —n)qaB 

-4-n(p-*-q)l>B -*-n(j/-i-q)bC 

Paragonando il termine x m col termine x^~ i ~ n 1 avremo 



\~m — n , e quindi Azz 



Bz 



("»— n)q 



\m—n)q-*-n(p-+.q) ‘ t, 



(m — *n)q-*-n[p-+.q) ' b 



A, C=- 



(m — zri)q 



{m—in)q-*-n{p-t-(j) ' b 



— : . y B , ec. 
■L’ì h ' 



Conviene osservare per riguardo alla prima serie che. 



-i , essa si termi- 



quando (rn-*-in)q+n(p-i-q)zzo , cioè — — 

n i/ 

na, ed esprime 1 integrale algchraico della proposta differenzia- 
le. L istesso succede nella seconda serie quando rn— inzzo , o sia 

quando — : =/ , denotando i un numero qualunque intero positi- 
vo tanto nel primo caso che nel secondo. L’una e l’altra serie 
però è soggetta ad un’inconveniente, che non sempre ne per- 
mette 1 uso. Poiché quando «i=o, o m-t-in= o, non può usarsi 
la prima noi uè la seconda può adoprarsi quando 
(m in)q-irn(p-i-q)—o , giacché i termini diventano infiniti,* Vi è 
però questo vantaggio, che quando non possiamo prevalerci di 
una, l'altra sicuramente usar possiamo, se pure non si combi- 
nasse nel medesimo tempo, che -- , ed fossero numeri 
Tom. TI. " " q l3 
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interi positivi. Ma siccome in questo caso avremmo q— i, la 
differenziale proposta sarebbe razionale, e niuna difficoltà avreb- 
be la di lei integrazione. 

125 . 

Finora abbiamo trattato della integrazione delle differen- 
ziali algebraiche: passiamo adesso a considerar quelle, che sono 
affette dalle quantità trascendenti dipendenti dai logaritmi, e 
dal circolo. Siano X ed V funzioni algebraiche di .r, e sia pro- 
posto d’integrare la differenziale Xdxiog.F. Si prenda per le 
regole date l’integrale di Xdx , il quale sia Z , ed avremo 
f*Zd V 

fXdx\o%. F==2Jlog V— ! y , e così l’integrazione si ridurrà ad 

una formula algebraica, se Z sarà algebraica, o se sarà funzione 
di log. V. Per dimostrare questa riduzione, che si chiama inte- 
grazione per parti, si osservi che, essendo d.MN—MdN-k-NdM , 
viceversa sarà M N~f MdN-+-fNdM , ed f MdN—MN—fNdM . 

Sia data per esempio la differenziale x n dxlog.x ; sarà 

~ r n , x ' l_Ht , PZdV rx n ^ l dx ... „ 

Z—fx dx= ed / — = 7 - = / : quindi , eccettuato 

o-t-i J V J (n-+-i)x 

il caso di n——i, la trasformazione precedente ci darà 
n-\- 1 . T . 

fx dx\o£.xzzC-*-— (log.x 1; quando n~ — i, avremo 

n-t - 1 ' ' 



C. 



/ dx , , ■ rdx, . J. idx , loir.jr 

— log.xrdog.ar — / — log.a:, e quindi / — log.a-= — - — 

Sia P una funzione di x, e si voglia trovar l’integrale del- 
la formula dr=.dP\og.x n . Avremo yxzPìog x 1 



■fi 



'Pdx 



log.x 



n — i 



, e quindi se facciamo , avremo 

x 



similmente ^^log.x” '=<yioga“ 1 — (n — i)J'Q*!—\o°.x n a . 
Se arideremo innanzi noll’istessa maniera, e potremo avere i se- 
guenti integrali, —R, j --—rz S , ec. , otter- 



remo l’integrale ricercato 
© 
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fd P\ug.x"‘~P\ag.x"‘ — nQ\ug.x n '-+-/<(« — i)/?log.ar n a — ec. , 
e se « è 'Un numero intero positivo, questo integrale avrà 
una forma finita . Si abbia per esempio la differenziale 

ni m m 

rn—i, -, n , n v x t> tr , .... 

x ctelog.ar ; sara P— , , R— », ec., e 1 integra- 
ci in 3 m‘ 

le J~x m 1 dxlog.x n avrà la forma 



mi log. a- 
x 1—2 n 



ÌO t-* n 1 



n — 2 



ec.J-t-C. 



m 77i a m ! 

Conviene eccettuare il caso di m— o , nel quale la .solita trasfor- 

• a .a r d *\ n i “«-4-1 Cdx-, n 

inazione ci darà / — tog.x ~log.x — n J — log-.-c , e 

J X J x 



quindi f—\og.x n — '°^ ,a -*-C. 

J X 71-f-I 

^Quando « è un numero fratto, il precedente integrale ci 
ra espresso da una serie infinita; l’istesso succederà, quando 



verrà 



n è' negativo quantunque intero: ma in questi casi può usarsi 
il seguente metodo , che c’insegna a ridurre l’ integrazione della 
formula proposta a quella di un’altra più semplice. La diffe- 

renziale dy =. — si ponga sotto la forma dy—Xx - , e 



1 n 

Jog.rr 



poiché p. 



dx 



a:log..T ‘ 



, si avrà 



xlog.x («— i)!og.x 

Xx I /> d.Xx r , , . 

— — — H - / .. Laonde, se ponchiamo 

, ti— i n—ìf : 7i—i ‘ & 

(tj — i)log.x ^ log.x 

successivamente d.XxrzPdx , d.Px—Qdx , d.Qx=:Rdx , ec., 
avremo continuando la medesima riduzione 
Xx Px 

y— 



(72— i)log.x (tj — i)(tj — a)log.* 



l /: 

( 71 — 1 )(/ 7 — a). . . I J 



Vdx 



(ti — i)(/i — a)...r J log. a: 

Sia per esempio proposto di cercar l’integrale della formula 
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3 ' m — 1 dr 

dy— _ nel caso di n intero e positivo . Essendo 

; « 



log.* 



v m — i , „ d.Xx m — I . m — i 

\—x , sarà P— zzmx ,Qxzm 2 x 

dx 

Jt—m*x m 1 , ec. , e quindi 



mx 



m 



m 2 x 



in 



(n— i)log.* 



■n — i 



(n — i )(n — 2) log.* 
n — i 



■n — 2 



(n— i )(n — 2)(n — 3)log.* 



72—3 



/ , m — i , 

v dx 

log.* 



Dipende adunque questa integrazione 



(n — i)(n — a )(« — 3) 2.1 J log. 

dalla formula, f — — , 



log* 



m , dz 

la quale, posto * =z, diventa / L’integrale di questa 

J log-z 

formula se assegnar si potesse, sarebbe di un grandissimo uso 
nell’ Analisi: ma (inora con alcuno artifizio non si è potuto ot- 
tenere, e non se ne ha che l’espressione per serie, come vedre- 
mo in appresso. 

126. 

Passando alle quantità esponenziali prendiamo ad integrare 
la formula a x Xdx , ove X rappresenta una funzione di *. 

Avremo integrando per parti fa Xdxxx - _ ? fa x d.X e 

log. a log. a 

se facciamo dX—X'dx, avremo nella istessa maniera 



fa X X'da~ 



a x X’ 



— Jd X dX' , e quindi 



log. a log. a 

fa X Xdx2x a ^ — a ■ ~ — 1 '— fa X dX' . Similmente se pon- 

log.a ] 0 g, 0 log. a 

ehiamo dX'—X"dx, troveremo fa X Xdx— a — a ^ 

log.a ì 2 

° log.a 
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t( t 



— ! fa X dX" ; 



e cosi seguitando arriveremo ad 



log. a log. a 

una formula integrabile, o ad una formula nel suo genere sem- 
plicissima. Anche in altra maniera si può cercar l’integrale del 
la formula precedente: si ponga fXd.i—P, ed avrassi 



fa X Xdxzzaf P — log. afa X Pdx ; così pure facendo fPdt~Q ot- 
tcrremo fa X Xdx=:a' > P—log.a.a ' 1 Q-t-log. a .fa X Qdx , e simil- 
mente ponendo JQdxzzR avremo Ja V Xdxzza ' 1 P — log. a. a V) 

-«-log. a .a x R — I og.a fa X Rdx . L'istesso metodo può finché 
piace continuarsi, e si arriverà in tal modo o ad una formula 
integrabile, o ad una formula, che sia nel suo genere la più 
semplice. Il primo metodo può sempre usarsi, perchè le funzio- 
ni X' , X " , ec. nascono dalla continua differenziazione della 
funzione A'; onde se X sarà una funzione intera, si giungerà fì- 

x 

nalmente alla formula fa dxzzy-^ , e perciò in questo caso 

l’integrale può assolutamente assegnarsi. La seconda soluzione 
non ha luogo, se non può integrarsi la formula Xdx, e le sus- 
seguenti Pdx , Qdx, ec. 

Si debba per esempio trovar l’ integrale della formula 

a X x n dx denotando n un numero intero positivo. Siccome X è 
una funzione intera, ci prevarremo del primo metodo, ed avre- 
mo X’—nx n 1 , X "z=ji(n — i)x n a , ec. , e quindi 



( n n—i . . n — 2 , ,, . 

log. a log.a log.a^" 4 * 1 



Si voglia adesso integrar la formula 



a x dx 



, ove n e un nu- 



mero intero positivo. Usando il secondo metodo avremo 



A=-L, P=- 



(n — i)x 



n — 1 



. Q=- 



(n— 1 )(«— 2 )x 



n — 2 
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ELEMENTI 

, po. , e quindi 

rc—.S 



J 



'a r dx 



— C- 



x r i 

a a log. a 



x. ■» 

n log.a 



x n (n-i)x n 1 (n—i)(H—ì)x ' 1 1 (n-i)(n—. 1 )^3) x n ~ :i 

3F\ n—2, 7 1— I r 

_ a ln K - a log.a ladx 



CC\ /l— 2 ; 7 1— I r 

a lo K ~ a H 1 »{-*•« ia ti 

(ri— i)(/j— a). ...ix ( n —i)(n—z) .... J ~ 



x. 

L’integrale adunque della formula - — f dipende da quello del- 



a X ri x 



la formula l Ul± , il quale però in alcun modo non si sà as- 

X 

segnare in termini finiti. Ma ponendo 

i-«-log.o-^_|og.o -o— log.a -+*ec. in luogo di a X avremo per 



iene 



j 



> x 



a f' 1 * T a a v i „i 

— — — L -+-1 og. x-4-xI og . a -+- — log./i — Ioga 

* a 2.i] a 

e facendo a z zz otterremo 

/-iL^losdog^Iog.^^ -o— -t- ec. 

J J °g-* 2» 2.3* 

Si vedano le Annotazioni del Sig. Mascheroni al Calcolo Inte- 
grale deir Euler, nelle quali egli insegna a 'determinare la co- 
stante C in modo, che l’integrale svanisca quande z— o, e dà 
varie serie convergenti per esprimere prossimamente il valore di 

/ ' dz • ... 

in tutti i casi. 

log. 3 



ce. 



Verghiamo a quelle formule differenziali, che sono affette 
da angoli e da seni di angoli , ed in primo luogo cerchiamo T in- 
tegrale della formula .Xa'x.Ang.sen.x. Se facciamo fXd.i~P , 

avremo /A r dxAng.8eii..r=PAng.sen.x—/’_J^f_ 0V e se P è 

J\/(l~X‘) 
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funzione algebraica di x, tutto si riduce all’integrazione di una 

formula algebraica. Similmente ponendo fXdxzz.P avremo 

/ ' 

. , e così pure 

yjYi/rAng. taxi!». .rzzPAng.tang.x — / . 

J i+i« 

Sia fi un angolo, il di cui seno, o la tangente, ec. sia una 
i unzione di a*, in modo clic si abbia d<pzzpdx, e si debba inte- 
grar la formula </y=.Yfi"<fx. Sia fXdxzzP ,e d avremo integran* 
do per parti >— fi" P — n/f>" 1 Ppdx ; similmente, se fPpdx—Q, 
sarà /fi" 1 Ppdx=!> n l Q—'n — \)ff n ~ 2 Qpdx , e posto 

fQpdxzzR sarà ancora frp n 2 Qpdxxzf n 2 R — (n — %)f<p n ^ Rpdx. 
In tal maniera si abbasserà continuamente la potenza di ff, fin- 
ché poi si giunga ad una formula libera affatto dall’angolo fi; 
lo che sempre accaderà, se n sarà un numero intero positivo, e 
se si potranno assegnare gl’integrali fXdxrzzP, fPpdxzzQ, 
fQpdx^zR , ec. Sia per esempio fi un angolo del seno x, cioè 

di , — dx e g j dehba integrar la formula <p"’dx , Sarà 

jr= i , X—i, P—x, Q— f — — =— l/( i — x a ), 

l/(i—x a ) J [/(i—x a ) 

R= ( ' Q ,ix . ~-x, S=f y RdX -^/(\—x') , T=x, ec., e 

quindi 

fip " dx~C-*-f n x-t-n f " 1 [/( i — x a ) — n(n — i ) fi" 2 x 

— zi(«— i)(n — 2) fi" \/(i— x’J-f-ee. 

Da queste formule, ov’ entrano gli angoli dati per i seni, 
ec. passiamo alle inverse, che comprendono seni, coseni , ec. di 
angoli; ed in primo luogo cerchiamo l’integrale della formula 

<ffisen.f>". Avremo integrando per parti yì/fisen.fi" 

==— sen.fi" 1 .cos ft-+-(n— 1 )fd fise n .fi" a .cos.fi , e ponendo 

1 — sen.<$> in luogo di cos <p ,fd<psen.(p 

— — sen.f " r co 8 .fi-+-(n — 1)// flsen.fi" 2 — (n—j)/f fisen.fi" , 
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, ^ I " m | /?— I ^ ■ j 

e quindi yizfisen.fi — — —sen.fi cos.ipn — -—Jdip$ti\.<p 



n — 2 



Nell’ is tessa maniera troveremo Jdfsen.f 



n — 2 



r 

— sen 

//—a 



.fi” ^COS .fì-e- ” — - fd patri ,(p n ^ , fdpae 11. f/* ^ 

n — 6 



n — a" 

* 1 n — 5 . n — 5 rj . —, 

— seri.® cos.®-*- -/apsen.fi 

n — 4 n — 4 



, ec. Nel caso di n 



intero e positivo giungeremo in fine alla formula Jdfzzf se n è 
pari, ed alla formula fdpsen.pzz — cos.fi se n è dispari. Quindi 
nel caso di n pari avremo 



fd<p sen.fi 



lsen.fi 

-n_ (: _co i £l 

" ì 



n—i 11— 1— — n— 3 (n— >)(«— 3 ) rn —5 



-sen.fi 



t- ; H -Teseli.® 

[n—, an— 4) 

3 



(n— ,)(»— 3 )(«— 5 ) . . 

( 11 — a)(;i— 4>(n— 6 ) a Sen '^ 

(« — 1 )|n — 3 )(» — 5 ) ..... 3 
n(n— 2)(o — 4 )(« — 6) a * 



e nel caso di n dispari 

( n — 1 11 — ) -n 

\seii.® -+- sen.?< 

s.fij 11 —a 



3 (» — >)(" — 3)- 

+-: -sen.f 



n — 5 



f"— -iJI"— 4) 
n — i)(* — 3)(/i — 5) a 



fdpseu.p —C- 

( (n— a)(n— 4 )(«— 6 ) 1 

Se in queste formule facciamo 0° — V , avremo il valore 

della quantità — fdi'eus.^t n . 



Se ponghiamo la differenziale dpsen.ji .cos.fi sotto la for- 
ma cos.f'^ 1 dpse u.p m cos. p, è chiaro che avremo integrando per 
-n t in-s-i — — -n — 1 



parti fdp sen. fi .eos.fi = sen.fi .cos.fi 

n — 1 w-*-2 ~n — 2 1 —ms-i 

-e- Idpsen.p .cos.® =: sen. 71 

m-t-i J 7 r m-t-i 



cos.fi 



n — 1 



n—t r . , ~rn a . — 

♦- dfsvnó .cci6.<j> (1 — cos.f' ) , e qui 

1 



indi 



m .n t -in- 4-1 -n — I 

4 

n — • e. . -in -n — 2 



r , -m -n 1 ~ni- t-i ti 

/«fsen.® .cos.® “ — - — sen.® .cos.® 

J T nt-t-n 



tn-s-n- 



/dpsen.p .cos.fi' 



Per mezzo di questa riduzione la 

formula proposta si ridurrà ad avere potestà più semplici di 
cos.fi; in modo che finalmente o cos.fi mancherà affatto, o 
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sarà elevato alla prima potenza, nel qual caso l’integrazione 

non ha difficoltà, essendo fdpsen.p m .cos.p— — ! — aen.p m ~*~ l . 

Anzi sostituendo successivamente in quella riduzione il valore 

della formula integrale troveremo in generale nel caso di n pari 

... -m -n > m-t-i ~n— i 

dVseu.p .cos.p — sen.p .cos.p 

J T 1 ’ m-t-n 

n — i -m-t-i -n — 3 

sen.ip .cos.p 



(m-*-n)(m-+-n — a) 

(n— i)(n — 3) 3 



1-7 n i — -, T*en.?> .cos.?> 

pn-l-rt) | m-t-n -a) ... .(m-t-a) 

n— 1)(«— 3) i rjji -m „ 

■ 4-7 ; ; -dften.p -*-C , 



e nel caso di n dispari 

r ,. ~m -n i ;w+l ri 

dp sen. ai ,cos.r< — sea.p .cos.p 

J 1 rn-t-ii T 



-sen.p 



n—i 

m-t-i 



.cos.p 



n — 3 



— a) 

In — ■)(« — 3) 4 -ni-*-r ~ 2 

-4- -■ ; — ; rrscn.^ cos.p 

m-*~ I 



(rt — r)(n — 3) a sen .p‘ 

Consideriamo adesso quelle formule, che hanno i seni ed 

i coseni nel denominatore , le più semplici delle quali sono 

da da dac.os. a daten.a ... „ , . .. 

, , , , e primieramente cerchiamo di 

sen. a cos.a sen. a ce». a * 

queste l’ integrale . Sarà riguardo alla prima 

da daten.a ' dateri a dx 

— = -■ ■- - - ■ = — (posto cos.a=ar) , e per- 



sen.rt 



sen. a 
' da 



.. r da i . i-+-x l . r-4-cos.a „ , , 

ciò / ■= log. = log.— . Per la seconda 

J sen.» a c i— «x a ° i— cos.a 

, da (focosa dx , v ... 

sarà =- 

cos.a 



r da I . i-Kr r , l-«-sen.a . i , „ 

/ = — log. = — log. . L integrale della terza 

,/ cos a a j — x a D i— -sen a ° 

e della quarta dipende manifestamente dai logaritmi . Avre- 
mo pertanto 

Tom. IL 14 



I— sen. a 



(posta irsen.a) , e quindi 
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/ ' 1 i i-*-cos.a , i/( i—cos.a) . t 

— l°g- ; -_=l, g ,L___=log...„g. 

l06 -7=S^= l0 *^^^ =,08 “ n *^” H T“l 

f - :r — u ^ K< ‘- aa = f ——=fdvc»u °. , 

■/ sen.a j tang.a J 

J'-~~-=^~ì<3g.zo».a=z/d»ttng. a , 

t quindi M 

J seu.a J cos.a J sen.acos.a & 

rn 



j 771 

Per integrare la differenziale — , ponghiamola sotto 

m— t cos.a 

a forma — — — — dateti « , ed avremo integrando per parti 



/ 



~d*icn.a! n m —l r 

— =— sen.a -t-/cos.«Vrf. 

cos.a J 



■m — i 

s«*n a 

cos.a 
■m 



>sen .a 



77i — r 



. . p.«K> 

^os.a j COS.a 



Cd asm a 



piaseli. a m r tm—i r 

/ — —sen.a _ 

cos.a i ,/ cos.a 

duce facilmente nel caso di m dispari 



m — a 



. Quindi si de- 



fi 



r 'dasen.a m 



cos.a ni — ì 

— log. cos.a 

c nel caso di m pari 



r 1 i m—3 

•sen.tt — sena 

m—3 



fi 



Vasen.a ’ 1 



cos.a 



■ sen.a OT 1 — — ! — sei). a 

m—i m—3 



•m — 3 



-4-Iog .tang.(45°-t-— a) , 



1 a 

- •— — 6i*o. a 

2 



— sen. a 

i 



. 9 __ 

c po9to j?= 9 o°— a si avrà ancora il valore di P* aCi>s a 

✓va 5 ^ . J sen. a 

/ dpsen.p m 

J CQ 8 .(Ì 



ru-t-n 



r s 

La riduzione precedente fidaseli ,a m .eos a 1 
— seu.a" 1 ^* 1 V ' rj^TTTZm —n —2 



n — 1 . n — 1 /■»„ m n — .. 

■Jda.se ii, a .cos.a posta n 



ms-n 
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negativa diventa f da '™ " - 1 t,;,> 

J m ~ n 

u-Hi ftia&ii.aP 1 , . , , fdast'n.a 1 

— / ; onde 01 deduce / 

rn — nJ -tu 4-2 v/ a 



CO0.# 

/71-Hl 



= _L..!2!Lf m = n^a Sostituendo in questa 

»— 1 n — 1 ri — 1 1 / n — a 

wo.« onta 

equazione successivamente il valor» della seconda formula in- 
tegrale che rimane, troveremo nel caso di n pati 



n — m — a sen.a 



— n — i In — 1 )(n — 3) ~n — 3 

.a \ r\ r cos.« 



(n — m — a)(n — m — 4) • • • • ( 2 —»») sen a 
(n— i)(n — 3)(n— 5) ...... 1 eoa 

(n—m— a)(n— w— 4) (— m) 

(n_,)(«— 3)(« — S) 1 

e nel caso di n disparì 



/ 'dastn.a I sen.a n—m— 2 sen.a 

n /»— 1 n — 1 (n — j)(n— 3) n — 3 

COS.a COS.a \ ! cos.a 

(n — m — a)(n — m — 4) <<•« (3 — m) sen.a” 1 '*' 1 

. , » - 

_^(n — « — 2 ) (n — m— 4 ) .... (1 —m) jda»tsn.a n 

(n — i)(n— 3) a J cos.a 

Se facciamo in quest’ equazioni mzz—i, avremo nel caso 
di n pari 

~ da- __ 1 1 ^ 1 I [ , ^ tIa 

/ — — a a— 1 - — -n — 1 n-3- n— 3 cos.« / sen.a 

./ seti. «cos.a cos.a COS.a ** ./ 

e nel caso di n dispari 

da 1 r 1 1 1 1 

/ n a— 1 n — 1 n — 3 n — 3* 2’ 1 

r sen.acos.a cos.a cos.a luì.» 



J aen.acos a 
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Più generalmente, se nelle medesime equazioni facciamo 
m negativa, avremo, quando n è pari 
dai I 






sen.» .cos.<* 



n — i 



m — i n — i 

sen.a .coa.a 



n-k-m — 2 
(n—,)(n—3) 



-in — i 



seti. a .cos'a 

(n-t-m — 4) • • • • ( tz— ) 

(«— i)(n— 3 ) r 

(~ r ~"‘ — a)(/i-4-m— 4 ) m _ 

(n— i)(n— 3) -J: 

e quando n è dispari 

da I , 



-n — 3 



ni — i 

seti. a .C 08 .fi 



da 



sen. a 



fi 



sen.a .co s.a 



n — i — — /fi- 
at*!), a 

77-4-/?! — 2 

( n — , j(n— 3) ‘ 



•i n — i 

■ Cos.a 



m — i - 

seu.a .cor. a 



n—6 



- a)(«-»-w— 4). ■ (3- f -m ) 

(n—i)(n— 3) 



m — j » 

seti. a .cos.a 



da 



^ (k-»-ct— a)(n-4-w— 4). . . ( i-t-m) n 

(„_,)(n_3) f. m 

J sen.a .cos.a 

Quest’ ultima formula integrale posto 0=90°—^ diventa 

- » della quale abbiamo di sopra trovato il valore. 

sen./?cos.// OT 

Si voglia adesso l’ integrale della formula 



dip 



eia ino cos.0r=x, ed essa diventerà — . 



dx 



a-*-bcoi.<p 



fac- 



p — — . Per to- 

(a-t-bx)[/( 1 — x a ) 

gliere l’irrazionalità ponghiaroo 1— x 9 =(i-e-:r)»y» , e giungere- 
mo alla formula . la quale secondo che a>b , o 

a<.b ci darà per integrale un angolo o un logaritmo. Nel caso 

di«>£si troverà f p- — 1 Amari. («— &)r . 

J a-*-/nos.j, * \/(a a —b*)' 

nel caso di a<b si otterrà / 
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f, 



1/(1— a: 8 )— spu-^ e sostituendo questo valore 

mo ) . . - 1 -fc.cos.4t 



{ /(b*-a')-<ry(b— a) Adegso abbia . 

'*« siL 1 „ a \ nsl h—n.\ 



l-t-J l-t-COS.^ 

aArc tane ( a ~~ 1 % — Arr-.tang. - ^ 

aArc.tang. . a .+-Z>— ^a— %» 

asen.ifl/^a 3 — & 3 ) 

— Arc.tang. (a _^ , .^os.^)— (a— *)( 1 — co*.?>) 

. . on _ l/(o a -fe a )»pn.f _ Quindi nel caso di a>b avremo 

_Arc.tang. acQ6 ^ 

/ . , i/(a»— i 3 )sen.rti 

W - .! A re. tane L— . . - — 

l/> 3 -* 3 ) aco*4+t> 

_ ■ 

~ l/(a a — 6 3 ) a-+^tos.? 

= ? — — — Arc.cos. . Nel caso di a<h sarà j 

,/(a 3 -i») a-+-brot.ip J r 

— i/zia—aa) ° g ' 1/ [(£-*-“ U >-*-">» ■ ^ ) j— a )( 1 — ) J 

1 2 )sen -7* . fJel caso di 

“ i/(6»_ai) a-i-icos f» 

K .. . a<J/ i r — T 6Pn ^ 

l’integrale della formula a e « ~ a ’ ’ 

„ a (fiacri rp 

Se la data formula fosse a _ i _ òco ^ - , 

. t - d<pco».<p 

avuto per integrale yl°g ,,-^cos.^ * ? ° nnU ° a-virot^ 

trasforma in T~ b( a Zbt» ~4)' * quin * fat-bJ*.<p~~Ì> . 
a_ r H ' 

— £./ o-+-écos ai . . 

Per trovare l’integrale della formula — - si sup- 

{a-*-6cos.fi) 

on „ a /^(c-j-ecns^) _ Asen.ip ^ > 

° J (o-s-ìcos.^))' 1 (o-t-icos. ?<)"“” 1 (a-*-ico6» 



J i-Kos?» r-t-cos.<7> * . „„ , 

drft&c n f _ ” ro8 avremmo 

Se la data formula fosse <J _ f ^ C0# _^ a-t-iroa ji ’ 
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ove A , B, e C gon quantità costanti, e differenziando avremo 

c-*-tcot.fi=zAcot.<p(a-*-bcoa.<(>)-*-(n — i)Ab& eu.fi 
-t-(.fl-f-Ccos.ft)(a-t-£cos.f>) , 

e quindi a motivo di sen.fi — i — cos.fi , 

(n — i )Ab-+-Ba — c-+-(Aa-t-Jlb-*-Ca~e)cos.f 

2 

-*-(Ab — (n — i)Ab-*-Cb)cos. / p —o , 
e facendo =o i coefficienti di cos.fi , e di cos.fi troveremo 
A —, — , BzztSrÈl, C= ("- ?>< gj-*c) . Avremo 



(n — i)(o a — A 1 ) a* — b 3 (n— i)(a»— b 3 ) 

adunque questa riduzione 

/ IJ^fc-t-eros.^) (ae — ic) sen.fi 

. , ..a . — t 



(a-t-bcos.'p) ' 



(ri — i)(a a — -i*)(«-t-6cos fi) ‘ 

V<p[(n- 1 ) (a c-Ae)-4-(n-a)(/ie-èc)co«.f>] 
n — I 



(a- 1)(« 



/ \ / 

_J fi 



(«-t-icos.fi) 



per mei.'zo delia quale giungeremo finalmente alla formula 



J 



dp 



. -, il di cui valore è noto. È di somma utilità l’espri- 

«-t-ooos.fi _ * 

mere in serie l’integrale delle precedenti formule, ma noi per 

servire alla brevità rimetteremo i nostri leggitori al Calcolo In~ 

tegrale del Sig. Euler. 

128, 



Passiamo finalmente a mostrare, come ottener si possa per 
approssimazione l’integrale delle formule differenziali. Chia- 
mando AI il valore di y , che corrisponde ad izza, ed A , B, C, 
ec. ciò che divengono nella medesima ipotesi le quantità 

——p, ‘~zzn , ~^—t, ec., avremo, se a cresce della differen- 

dr •T’ di» 1 ' dxi ’ ’ ’ 



- 4 .D 



dx~ r ’ dx»~ J ’ dx 
za finita x — a , 

lt/r *1 \ ni* — ")* il (x — a)‘ 

V— ibi -t- A ( .r-— « ) -+- 11 +C — . — 

J ’ a a .3 a. 3 . 4 

8e poi x diminuisce della medesima differenza x — a, avremo 

jit_ / \ (*—«)* (a— a)* lx—a) * 

M—y—p(x—a)- 4 -y * 



-♦-ec. 



quindi 



3 a . 3 . 4 



• ec. , 
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y=M+p{x-a)-q 

®i a y~fXdx » avremo p^JC y e supponendo che a per giungere 
ad x sia passata successivamente per a, a' , a ” , a'", . ... x 
ed indicando per M' , M", ec.. A ' , A", ec. i valori di M ed 
A, ec. corrispondenti ad xzzù! , a" , ec., avremo questa serie 
di equazioni 

M'-M+A (a'-o)n-B -nec. 

HhjD' +ec. 

a a . 3 a.3.4 

• •■Ssssssat.f 

f_\ . r_ a . ’-r)» , (x— 'x)* 

5= y-*-p{x— *)-+- ? , — ♦ r hj- — -J — h ec. 

a . a.o a.3.4 

Sommando tutte quest’ equazioni, e supponendo, che le di/T*- 
renze a'—a, a” — a , ec. siano costanti, e rappresentate da 
1 

— , otterremo 

a 



y=M+±(A+A'+A” h »- h ~ (B-+-B+B" 



- 1 ) 



*-’*)-*-cc. 

L’ altra formula ci darà questa serie di equazioni 
M' -M +A' (a’-wi )-B' i -~ } - -D' I* -4-ec. 

Tvr' , =M''+A”\n' n -n'yn'"\!^iJ^ ' _ D „ Àp "' t C) 

a a . 3 fl.3.4 



e quindi si ricaverà 

y=3f-b-^A'- t -A"-bA'" p )—J-(B'-i-B n -t-B m . . . . 



V 
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Prendendo un medio aritmetico tra questi due valori di y 



avremo 



-*r~ ¥ h 



2.3.4.! 

-+- — -(F— uW-ec. 

40.4, 5. 6. a»' ' 

e questo valore di y sarà tanto più convergente, quanto più 

piccola si prenderà la quantità — , la quale siccome rimane in 

nostro arbitrio, è chiaro, che potremo con questo metodo otte- 
nere serie convergentissimc . 

Sia proposto per esempio di esprimere prossimamente il lo- 
garitmo di un numero qualunque x. Avremo in questo caso 

yzzj ^ , il quale integrale si prenda in modo che svanisca, 
quando x=i . Sarà perciò 0=1 , M—C , p— , 7=—^ , 

, ec. e quindi 

, 1 / a a 1 x-*-i\ 1 / 1 \ 

a\ o-4-i «-(-a x ax / 4® 9 ' x ' 

1 fa* a> 1 ii+i\ 1 / _ 1 \ 

3a* \ ) 1 "** (a-f-a) * * " ’* x* ax:* / 8o 4 \ x‘) 

a » 1 



a 1 



V ) ' 



rr)“ ec - 



(a- 4 -a^»’*'* x* 

Si voglia il logaritmo di a; facciamo a— 10, e sarà 
, rii 1 3 3 1 t 

JOg. 2=: 1 H ....-♦ 

0 io n ia 



ao 4° 

1 5 



34000 

1 



48000 1 aUoooo 

33 



1600 

1 

5 .io* 



3 .io* 

r 

5 . 11 * 



3 . 11» - * ' 



■ec. 



ìboooooo Saoooooo 
Si debba in secondo luogo trovare per approssimazione l’in- 
1 



, tegrale di dyxze x dx , in modo che svanisca allorché 



2=0. 



Digitized by Google 



D’ ALGEBRA P. III. 



Avremo a~o , 3/=o , p~c 



x r 

azze . — , 
* x » * 



.r/ i a \ x ( i 6 6 \ 

= e 

ì 

"7/ 1 i» 36 »4\ . 

- c jt-ì.-ji)* ec ” e < * mDdl 



i( e 



a 

T «^4 

ib 



r\ » x * 

I « — -r— -e 

/ a« 4“ 

" 7 (’— ~ì| 

Via'x* aa’x'/J 



» */i 6 6\ 

~48l7 e ti-^ + ji) +ec - 

Questo metodo, quantunque generale, non può adoprar- 
•i, allorché per un dato valore di x alcuna delle quantità A, 
B, C, ec. diventa infinita, senza che il valore di y sia anch’ es- 
so infinito . In tal caso, quantunque l’integrale sia possibile, 
non ci verrà rappresentato dalla nostra formula; ma a questo 
inconveniente potrà porsi rimedio mediante qualche adattata 

sostituzione . Così per esempio, se abbiamo f - — f 0 ve 

J (b-x) l:m 
dr 

l<jn , la qual formula ci dà il valore di infinito , quando 
xzzb , facciamo b—xzzz m , e supponendo, che mediante questa 

JJl l l 

sostituzione X diventi Z, avremo yzzmfZz dz, ove non 

dy 

abbiamo più ^ infinito, quando x=à, cioè quando z=o, e per- 
ciò vi possiamo con vantaggio applicare il metodo precedente. 

In altra maniera dopo di aver cercato il valore di y da a 
fino a b—u , si faccia l'integrazione della formula Xdx pel ca- 
so di xzzb posta xzzb — o, la quale nella ipotesi di o piccolissima 
non porterà seco alcuna difficoltà. Sia data per esempio la fol- 
loni. II. l5 
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mula y= /' -- , della (male col metodo insegnato di so- 

J J ]/(»-**) 1 

pra si abbia il valore da xzza fino ad xzzb — — . Per averne rin- 
terrale da xzzb fino ad xzzb si faccia x—b — 0, e si avrà la 

c a 



formula 



— dn 



la quale a motivo di 0 pic- 

[/ (4A * 0 — tib 3 u 4 -+-4/10 1 — 0 4 ) 

da / ) i r \ 

colissima diventa =( 0-1 u J ), e l’integrale di 

a b\/bn\ 4 b 3 a b* / 6 

essa preso in modo che svanisca quando 0 è =0 si troverà essere 
— J --— — 1 or/ a — Li u a l /o. Adesso posta u=-L ,sa- 

b[/b 4 b'X/b i6c b‘i/b <* 



b\/ba\ 



I 


" \ 


4 ba~*~ 


c 

0 

fc- 

u 

s 

*i : 



xzdb — — , e per conseguenza ~ — =^ih — — Li \ sarà il 

a b^/ba\ 4-ba iboh 3 u* / 



4 Ih 



valore di y da xzzb — fino ad xzzzb ; poiché l’integrale cangia 

di segno, allorché s’invertono i limiti. Infatti se un integrale 
qualunque completo yzzF.x-t-C si deve prendere da xzza fino 
t. xxzb , convien prima determinare la costante C in modo, 
che il valore di y svanisca quando x—a, dal che si deduce 
fc — F.a, poi bisogna fare onde il valore di y diventa 

F.b — F.a. Se poi invertendo i limiti vogliamo il medesimo in- 
tegrale da fino ad oczza , bisognerà cangiare a in b e b in a, 
ed il valore di y diventerà F.a — F.b, cioè il medesimo di prima 
ma col segno mutato. 

CAPITOLO II. 



Delia integrazione dell' equazioni differenziali in generale. 

129. 

Differenziando una equazione qualunque finita Z ~ o tra le 
variabili x ed y avremo una equazione ditfeienziale del primo 
ordine Pdx-t-Qdy^zo, e viceversa Zzzc saia l’integrale delia 
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equazione Pdx-*-Qdy—o . Ma acciò Z—O sia un integrale com- 
pleto dell’equazione differenziale , deve contenere una costante 
arbitraria, che non si trovi nell’equazione differenziale , la qua- 
le può essere svanita mediante la differenziazione, essendo la 
medesima cosa il differenziale di Z , e quello di Z-Mt , se a è 
una quantità costante. Si abbia adesso l’equazione Z-*-ax-*-b—o y 
differenziando avremo dZ-t-adxzz o, e differenziando di nuovo 
nella ipotesi di dx costante avremo l’equazione del second’ordi- 
ne d 2 Z—0. Quindi l’integrale completo dell’ordine immediata- 
mente inferiore di una equazione del second’ ordine , o sia l’in- 
tegrale primo completo deve contenere una costante arbitraria, 
l’integrale secondo completo, che in questo caso è l’ultimo, il 
quale si chiama ancora integrale finito completo, deve contene- 
re due costanti arbitrarie. Similmente se differenziamo tre vol- 
te l’equazione Z-*-ax 2 -t-lx-*-c=zc supponendo sempre dx costan- 
te, avremo i.° dZ~*-2axdx-*-bdxzz.o , 2.° d 2 Z-*-2adx 2 —0 , 3 .® 
d > Z~o. Dunque l’integrale primo completo di una equazio- 
ne del terz’ ordine deve contenere una costante arbitraria, due 
ne deve comprendere l’integrale secondo, e tre l’integrale finito 

etimo # 

completo. Generalmente l’integrale n . - di una equazione 
differenziale qualunque deve contenere n costanti arbitrarie tal- 
mente disposte, che non possano svanire che per mezzo di n 
differenziazioni . Una equazione differenziale è sempre tra due 
variabili, e quantunque alcune volte non se ne veda che una, 
ciò succede perchè mediante la differenziazione è svanita quel- 
la , il cui differenziale è costante. Infatti l’integrale dell’equa- 
zione d 2 Yzzo , ove Y è funzione di y sola, è come abbiamo ve- 
duto, Y~+-ax-*-bxzù . Si osservi fin d’ adesso, che nell’ integrare 
convien sempre aggiungere le necessarie costanti, nè alcuna 
operazione si deve eseguire sull’ equazioni integrali prima di 
averle completate. 

Se in uno integrale completo si fanno una o più costanti 
eguali a zero, o all’infinito, o a qualunque numero determina- 
to, si avrà ciò che si chiama un’integrale particolare . Quindi 
da un’integrale completo di qualunque ordine si potranno de- 
durre infiniti integrali particolari del medesiin’ ordine. Non si 
deve però credere, che quando una equazione senza il necessa- 
rio numero di costanti soddisfa ad una equazione differenziale. 
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essa ne sia sempre un integrale particolare, poiché ha osservato 
il Sig. Euler il primo, che si danno alcune relazioni, le quali 
soddisfanno all’ equazioni differenziali , senza esser comprese 

nell’integrale completo. Cosi all’equazione dyzz — r il — 
° r 1 J \/(x*-t-y*— a*) 

soddisfa, l’equazione a.-*-*-y a — a a =o; contuttociò non è quest ) 
un integrale particolare, perchè non può ad esso ridursi l’inte- 
grale completo — a 3 ), qualunque valore si dia 

alla costante arbitraria c. Queste relazioni, che soddisfanno 
all’ equazioni differenziali, e non son comprese nell’ integrale 
completo, le chiameremo soluzioni particolari. 

Sia data tra le variabili x ed y , e la costante arbitraria a 
l’equazione finita Z—C, la quale differenziata ci dia l’equazio- 
ne Pzz o; con le due equazioni Z~ o, e P—o si elimini a, e si 
otterrà l'equazione Qzzo , che ha per integrale completo Zzz o . 
Sin proposta per esempio l’ equazione y*-+-aar-s-a i, =:o ; avremo 
differenziando adx-+-o.ydyzzo, ed eliminando a troveremo 
^y 2 dy' 1 — o.xydxdy-+-y*dx i zzx; , la qual’ equazione ha per inte- 
gralecompleto la proposta y 2 -*-ax-t-a 1 zzo . La medesima propo- 
sta è un’integrale particolare dell’equazione az?x-t-2>y/y~c, perchè 
non contiene alcuna nuova costante , e perchè e compresa 
nell’integrale completo «jM-y*-t-fc=o . 

Si abbia adesso una equazione finita Z— o tra le variabili x 
ed y, e le due costanti indeterminate a e b. Differenziandola 
due volte avremo P— o equazione differenziale del prim’ ordine, 
e P'zzo equazione differenziale del second’ordine . Mediante l’e- 
quazioui Zzzo , e Pzz o eliminata prima a, e poi b ne vengono 
l’equazioni Qzzc , e Q’zz o, ed eliminate a e b insieme con le tre 
equazioni Zzzo, Pzzo, e P'zzo ;ie viene l’equazione differenzia- 
le del second’ordine i£=o. Questa equazione lizzo ha due inte- 
grali completi del prim’ordine, cioè Qzzo, Q'— o, e l’integrale 
completo finito Zzzo. Allorché si conoscono i due integrali pri- 
mi completi si potrà risparmiare una ulteriore integrazione, poi- 
dr 

chè eliminato ~~ da essi , il resultato sarà l’integrale finito com- 



pleto. Sia per esempio Zzzax- 4 -by-t-y 1 ; avremo differenziando 
due volte nella ipotesi di dx costante Pzzadx-*-bdy-t-a,ydy, e 
P'zz(b-t-2y)d*y-t-àdy* . Eliminando prima a poi b mediante l’e- 
quazioni Zzzo, Pzzo avremo Qzz(bx-*-2xy)dy — (by-t-y*)dx , e 
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Cf—[ax—y*)dy—ayàx\ eliminando a e b mediante l’ equazio- 
ni z—o P=x> P— o avremo l’equazione 

l x dy>-zydxdy*-y*dxd*y=o , la quale ha due integrai, com- 
pleti dell’ ordine prossimamente inferiore , cioè 
(Ax-f-ajrvVl — (by-*-y*)dx=20 , (ar — )' 1 )dy—aydx=.o , e 1 integrale 
completo finito ^x'+by+y'^ o . Se con le due equazioni Q = 0 , 

e Q'=o eliminiamo g, ne otterremo oxy+by>-*-y'=0, cioè 
o y= 0 , o ax-ay-*-y°=o: il primo è un integrale particolare, 

il secondo è l’integrale completo. 

Sia data ancora Inequazione Z—O tra le medesime variabili 
x ed v e le tre costanti arbitrarie a, b, e c. Differenziata tre 
volte essa ci darà V equazioni P=o, P'=o, P"— o; mediante le 
tre equazioni Z=o,P=c, e F=c , si eliminino prima * e b, 
poi b e c, e finalmente a e c , e ne nasceranno le tre equa- 
zioni differenziali del second’ ordine Q=o, Q_o, Q _o, ciascu- 
na delle quali conterrà una diversa costante arbitraria. Se ades- 
so eliminiamo «, b, e c mediante le quattro equazioni Z o 

p_ p'—r- e P"=o ne verrà 1 equazione del terz ordine 
P=o; ed è chiaro che questa equazione ha i tre integrali primi 
completi Q=o, Q'=o, Q"=o, e l’integrale finito completo 

Z=o: e mediante i tre integrali primi potremo eliminando ^ 



e ‘1-2. giungere all’integrale finito. 



^ Generalmente qualunque equazione differenziale dell’ordi- 
ne ri. ha un numero n d’integrali completi dell ordine n-i , 
per mezzo de’quali potremo spesso trovare 1 integrale finito com- 
pleto , che è uno solo, quantunque possa presentarsi sotto infi- 
nite forme diverse. Questo importante teorema s. deve al Sig. 

j0nta Seunz equazione o finita o differenziale conterrà funzioni 
trascendenti , si potranno queste mediante la differenziazione 

eliminare . Sia per esempio » avrera0 * 



ed 



xlog.a=log>~- , e differenziando dx log o— ; • Si abbia 1 e- 
quazione Plog.g^Q^=o, ove P e Q son funzioni algebrai- 
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che di x e di y ; avremo dividendo per P e differenziando 

d a y Q d»y tir , Q c . , , ,, 

jr =0 - ° ,a data adesso I equazione 

dv dy dy 

Arc.tang. — -+-Plog. -jj -t-Q -j - =o ; differenziando avremo 
dxd*y „ri“r dv , / ,-^dy\ 

dx >+j jz-+ p Tf WP I °g; ai w (^rf7)=° * ov è ;» ìar,,a nna 

delle funzioni trascendenti. Per eliminar l’altra differenziamo 
di nuovo dopo di aver divisi tutti i termini tier dP , ed il resul- 

iQdy 



tato sarà d. ■ 



drd*y 



Pd*y d*y dx r , 

' (dx»-t-dy*)dP ' dPdy dy ' d P ’ * 

questi esempj si vede chiaramente , che potremo aver sempre 
equazioni differenziali , nelle quali non siano funzioni trascen- 
denti della più alta differenziale. Quindi posto — —p, ^ =7 , 

ec. qualunque equazione dell’ordine n tra le variabili x 
ed y, nella quale dx è supposta costante, avrà la forma 

— d -+-M —0 , essendo M funzione di x , y , p , q , r , ec. 
dx n 

i3o. 

Se in una data equazione alcun differenziale non sarà stato 
supposto costante, si potrà nel modo seguente vedere, se esiste 
una equazione di un’ordine inferiore che vi soddisfaccia, e ne 
sia l’integrale completo. Siccome alcun differenziale non è sta- 
to supposto costante, è in nostra libertà di suppor costante quel 
differenziale, che più ci piace; quindi conviene osservare, se 
presi diversi differenziali costanti ne risulti il medesimo rappor- 
to tra le variabili . Se questo non avverrà , sarà un segno sicuro 
che non esiste alcuna equazione, la quale sia l’integrale della 
proposta. Data pertanto una tal equazione si faccia prima dx 
costante, poi l’equazione che ne risulta si riduca di nuovo ad 
una forma, in cui niun differenziale sia costante, posto cioè 

dyd a x . , , , 3 d*rd a v 

d^y— — j—~ in luogo di d a y, d*y • 



3 àyd*x dyd i x 



dx 



dx‘ 



dx 
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In luogo di rf’y, ec. Fatto ciò si osservi se l’equazione , che ne 
nasce, combina con la proposta: se questo succede, l’equazione 
esprimerà un determinato rapporto tra x ed y; altrimenti non 
vi sarà alcuna equazione che sia integrale completo della propo- 
sta. Si abbia per esempio l’equazione 

Pd a x-*-Qd a y-*-Rdx a -i-Sdxdy-t-Tdy a =zc, in cui niun differenzia- 
le è supposto costante. Facciamo costante dx, ed avremo 
Qd a y-*-Rdx a -t-Sdxdy-^-Tdy a ~c ; e riducendo di nuovo questa 
equazione a non contenere alcun differenziale costante, seri- 

OYd^X * 

vendo cioè d a y——j — in luogo di d a y, otterremo 
— ■ - j- -+-Qd a y-*-Rdx a -*-Sdxdy-i-Tdy a =o . Acciò questa equa- 
zione combini con la proposta, convien che sia P—~ — ~ , cioè 



Pdx-*-Qdyzz o. Se ciò avrà luogo, l’equazione proposta ammet- 
terà un integrale, o sia una relazione tra x ed y, che si troverà 
la medesima qualunque differenziale si supponga costante. Qui 

però convien distinguere due casi ; o è attualmente P~ — o 



sia questa equazione è identica :opure l’equazione Pdv-^-Qdyzzo 
sussisterà nel medesimo tempo che la proposta , cioè ne sarà un 
integrale, particolare però, perchè non contiene alcuna costan- 
te arbitraria. In questo ultimo caso si potrà avere anche un in- 
tegrale finito particolare senza il soccorso del Calcolo Integrale . 
Infatti differenziando l’equazione Pdx-t-Qdy— o avremo 
Pd a x-*~Qd a y-*-dPdx-<r-dQdyz=.o, e sottraendo questa equazione 
dalla proposta otterremo Rdx a -\Sdxdy-t-Tdy a =slPdx-*-d< ^dy , 

P/ÌT 

ove potremo eliminare i differenziali ponendo dy~ jj- .Dilu- 

cidiamo tutti questi casi con qnalch’esempio. 

Sia proposta l’equazione ydyd a x — ydxd a y — dx 1 — dxdy a ~o , 
la quale ci dà Pdx—ydxdy, e Qd)— — ydxdy : sarà dunque l’e- 
quazione Pdx-*-Qdyzz:o identica, e perciò la proposta ammette- 
rà un integrale completo. , 

Si abbia in secondo luogo l’equazione x s d a x-t-x a yd’ > y 
-4-(a a —y a )dx a -4-x a dy a = ro, e affinchè essa sia integrabile, con- 
verrà che sia x a dx-*-x a ydyzzo , cioè xdx-*-yd yzzo , e siccome 
questa equazione non è identica, vediamo se soddisfà alla pro- 
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posta. Differenziando abbiamo xd 1 x-*-'ix a +yd i y-t-dy*~0, e 
sottraendo questa equazione moltiplicata per x 1 dalla proposta 
avremo a * — y 3 — a?*=o . Ora poiché l’equazione ar®- 4 -y a =M» 
combina con l’altra xdx-*-ydy—o , sarà un integrale particolare 
della proposta . 

Sia finalmente data l’equazione Td 2 x-*-yd*y-*-dx a — o , la 
quale sarà integrabile se xdx-+~yd\~o . Questa equazione diffe- 
renziata ci tiara xd*x-*-dx’ 2 -+-yd 2 y-*-dy a ~o,'e quindi dy—o , , 

cioè y costante , lo che non può aver luogo. Dunque non esiste 
alcuna relazione tra x ed y, Che soddisfaccia all’equazione da- 
ta. Osservazioni simili si faranno, se l’equazioni comprenderan- 
no un pifl gran numero di variabili. Ma in tal caso l’equazione 
potrà non ammettere un integrale , quantunque in essa un 
qualche differenziale sia costante, come adesso vedremo . 

1 3 r. 

Sia data una equazione differenziale del prim’ ordine tra I» 
variabili x,y,z,ec. della forma Adx-*- litly-*-Cdz-\- ec. =o ; e 
se questa equazioue ammetterà un integrale, vi sarà sempre un 
fattore F funzione finita delle variabili x, y, e, ec. pel quale 
moltiplicata 1’ equazione proposta diventerà una differenziale 
esatta. Infatti sia Txzo l’integrale della proposta, e da questa 
equazione differenziata ne nasca dT—Pdx-t-Qdy-t-Rdz-i-ec.—Oi 
e siccome deve quest’ ultima equazione corrispondere alla pro- 
posta, converrà che il valore di dx preso da ambedue l'equazio- 

HOC H 

ni sia il medesimo, cioè sarà — p> ec -> P er soddisfare 

alle quali condizioni bisogna che, posta P—F A , sia Q~FB , 
R=FC , ec. , cioè F è il moltiplicatore, che rende la proposta 
una differenziale esatta, il qual moltiplicatore sempre esiste, se 

P 

pure la proposta è integrabile, ed è . Da questo principio 

potremo giudicare, se la proposta ammette un integrale. 

Sia data infatti l’equazione V—o del prim’ ordine tra le va- 
riabili x, y , z, ec. , la quale posto dyzzpdx , dzxzp'dx , ec. si 
ridurrà ad essere una funzione di x, y, z, ec. p , p' , ec. Oia 
se questa equazione ammette un integrale, vi sarà una funzione 
F di x , y , z , ec. tale , che sia FV una differenziale esat- 
ta, e quindi, per ciò che abbiamo insegnato nel Calcolo Dif« 
ferenziale, l’ equazioni 
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ec. 



le quali sono tante, quante le variabili meno una, dovranno 
essere identiche. Se facciamo 

d F—Mdx-i-Ndy-t-N'dz-t-ec. -*-Pdp-+-P'dp'-+- ec . , 
e se osserviamo che F non contiene nè p , nè p' , ec. , po- 
tremo mettere quest’ equazioni sotto la forma seguente 




ec. 

Ora se esiste una equazione finita Bzz o, che soddisfaccia alla 
proposta V—O, differenziata l’equazione tì—o, e posto il valore 
ricavatone di p in V, diventerà V~o una equazione identica , 
cioè diventerà zzo il secondo membro delle precedenti equazio- 
ni : dunque la medesima sostituzione manderà a zero i primi 
membri di quest’ equazioni , i quali devono essere identici con i 
secondi . Quindi avremo 




ec. 

equazioni identiche, se vi sostituiremo il valore di p ricavato 
dall’equazione dB—O. Ma questo valore di p è lo stesso che 
quello dedotto dall’equazione Vzzo: dunque se la proposta è in- 
tegrabile, l’equazioni (a) dovranno diventare identiche, allor- 
ché vi si sostituisce il valore di p ricavato dall’equazione Vzzo . 
Quindi eliminando F avremo l’ equazioni di condizione 




ec. 



le quali saranno tante di numero, quanto è il numero delle va- 
riabili meno due. Quest’ equazioni di condizione combinate con 
Tom. IL 16 
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la proposta devono essere identiche, acciò essa sia integrabile, 
cioè affinchè esista una equazione finita che vi soddisfaccia. 

Può succedere, che quest' equazioni di condizione non sia- 
ifo da loro stesse identiche, ma richiedano per esserlo oltre l’e- 
quazione Jzzo anche un’altra equazione finita C=o . In questo 
caso.se l’equazione C—o soddisfa alla proposta V—o, ne sarà 
un’integrale , ma particolare, perchè nella equazione C—O non 
entrano costanti diverse da quella della proposta. Se poi non 
soddisfacesse alla proposta , questa non ammetterebbe integrale, 
nè pur particolare. 

Discendiamo ad un caso speciale, e sia proposta l’equazio- 
ne tra tre variabili Vz:Adx-*-Bdy-*-Cdz=zo , ove A , B, C sono 
funzioni di x , y , e z . Ponendo dyxzpdx , dzr=.p’dx avremo 

V=(A+Bp+Cp')dx , e quindi A , 

P=B, A T — -+p ’ P—Ct c perciò l’equazione 

di condizione sarà 

HK£) ■ 

la quale, sostituito il valore di Bp~ — A — Cp' , diventerà 

e questa equazione dev’essere identica, perchè la proposta am- 
metta un’integrale completo, o deve alla proposta soddisfare, 
perchè questa abbia un’integrale particolare. 

»jr* <J» 

Sia data per esempio l’equazione dx-t- ydy-t- —dzzzo ; avre- 



Az=i , e quindi (^)=(^)=C; *= J . « P«*» 

^)=o; C=j, e quindi > (^)=°- Sostituiti q ue * 



mo 

td 



sti valori l’aquazione di condizione diventerà — — -=0 , la 

y~ 

quale, siccome è identica, ci mostra, che la proposta ammette 
un' integrale completo. 

Si abbia in secondo luogo 1’ equazione (z-y)dx~*-xdy 
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y—z)dzzzo . Avremo Azzz — y , — i , (-j-)m, B~x, 

m=- .(©=». 5 H ’• ■' r-r 

di condizione sarà z — y— x=o , la quale siccome non è identica, 
convien vedere, se soddisfa alla proposta, e perchè questo suc- 
cede, la proposta avrà per integrale particolare z=x-*-y. 

Filialmente sia data l’equazione ydy-h^dx-t-xdz^o; l’equa- 
zione di condizione sarà x-*y — o , la quale siccome non è identi- 
ca , nè soddisfà alla proposta, questa non ammette integrale . 
Passiamo all’equazione di quattro variabili 

V—A-^B d -^^C d ~^D ^■—o, cioè V=zA-*-Bp-*-Cp'-*-Dj}". Sarà 



*-=(*M5SMs Mf)-^ 

(IsMfMiir) • • p '= c - 

P ’ - n ’ * V« q „azio nl di 

condizione saranno 

le quali sostituito il valore di Bpz=. — A — Cp' — Dp” divente- 



ranno 



A c i% HM7')-CHS- c ©]=» - 
*■ K£)- c (f M?K éHe)- j ©}=' • 

queste devono essere identiche . Ma siccome le quantità A, 



J 



Digitized by Google 




124 ELEMENTI 

S, C e D non contengono nè p' nè />", converrà che siano egua- 
li a zero i termini moltiplicati per p e per p" . Quindi avremo 
le tre equazioni 

c (f Mé- C (f)=° - 

le quali devono essere identiche, perchè la proposta ammetta 
un’integrale completo. Nell’iste'sso modo si troveranno le con- 
dizioni d’integrabilità per l’equazioni di un maggior numero di 
variabili . 

Se nella equazione di condizione trovata per tre variabili 
facciamo C—o, e supponghiamo che A e B non contengano t , 
l’equazione medesima sarà identica: perciò qualunque equazio- 
ne Adx-^-Bdyzio tra due variabili è sempre integrabile, cioè 
esiste sempre un moltiplicatore , che la rende una differenziale 
esatta. Ma questo teorema è così interessante, che fa d’uopo di- 
mostrarlo più accuratamente. Facciamo dxzzm, d)^=m', ed 
avremo l’equazione differenziale V—Am-t-Bm'— o, la quale ve- 
diamo, se moltiplicata per un fattore F funzione di x e di y di- 
venir possa una differenza esatta . Sia dunque 

FF=dQ=(^^m-*-^^m , ed avremo 

)=(S)“ H -(^)'“'= i (s) ’ ( £ if)=(s) ■ « i“ in - 



( 



(|)=©^hd ■ * f-* 

dy )— d ( ' ’ dm , ^~o ■ Se adunque la proposta V moltiplicata 

per un fattore F può divenire integrabile, dovranno essere 
identiche l’equazioni 
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all’ opposto se V non può divenire integrabile, quest’ equazioni 
non avranno luogo. Ma esse si trasformano nelle seguenti 




nelle quali , se facciamo l—o, svaniscono i secondi membri; 
dunque nella medesima supposizione devono svanire anche i 
primi membri . Quindi, perchè la proposta sia integrabile, l’e- 
quazioni 

F Q- Fd O-O iF =° 

F ( é - F ÌS )-(^) jr = 0 

•devono essere identiche, se vi si sostituisce il valore di m dedot- 
to dall’equazione V—o. Perciò eliminando F avremo l’equa- 
zione 




che dev’essere identica sostituito il valore di m' , perchè la pro- 
posta sia integrabile, e la proposta sarà sicuramente integrabile, 
allorché l’equazione (c) avrà luogo. Poiché se non fosse integra- 
bile, non sarebbero identiche I’equazioni (a), e quindi nè pure 
le ( b ) , cioè non esisterebbe un valore di F, e perciò nè pure di 
dF 

-p , il quale soddisfacesse ad ambe l’ equazioni (£), e l’equazio- 



dF 



ne (c), che risulta dal paragone dei due valori di , non sareb- 
be identica. Adesso, poiché V—Am-+-Bm', sarà 

■ (eH' 

e sostituiti questi valori, l’equazione (c) diventerà 



la quale è realmente identica, se facciamo V—Am-t-Bm'—o. 
Partanto qualunque equazione differenziale tra due variabili 
Adx-*-Bdyzza è sempre integrabile. 
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1 - 32 . 



Passiamo adequazioni differenziali degli ordini superiori, 
nelle quali supporremo sempre dx costante. Sia data adunque 
una equazione differenziale dell’ordine n tra le variabili x , y , 
z , u , ec. ; posto dyzipdx , dpzzqdx , dq—rdx , ec. dz—p'dx , 
dp'-=xq'dx , ec. questa equazione si potrà sempre ridurre alla for- 
ma dt-t-Adt'-*-ec. -*-Bd.i—o , essendo A , B , ec. funzioni di x , 
y , z , ec. p , p' .... t , t' , ec. Ora se questa ammette un’in- 
tegrale dell’ordine inferiore, vi sarà sempre un moltiplicatore, 
che sin funzione di x , y , z , ec. p , p' t , t , ec. , il qua- 

le la renderà integrabile. Infatti sia Z — o l’integrale primo del- 
la proposta , ove sarà Z funzione di x , y , z , ec. p , q .... t , 
p' , q' ... t' , t c., e differenziando avremo 1’ equazione 
Pdt-*-Qdt' . . . -*-Sdxz ro, e dal paragone di questa con la propo- 

sta ne nascerà , ec. ^jj—B, cioè QzzAP , ec. S—BP , e 



quindi P sarà il moltiplicatore, che rende la proposta integra- 
bile, il qual moltiplicatore sarà una funzione di un’ordine in- 
feriore a quello della proposta . 

Vediamo adesso, quali condizioni si richiedono, perchè una 
equazione qualunque sia integrabile. Sia V—O una equazione 
di qualunque ordine tra le variabili x,y, z, u, ec. essendo dx 
costante; se essa ammette un integrale dell’ ordine inferiore , vi 
sarà una funzione F tale, che FV sia una differenziale esatta, . 
onde, per ciò che abbiamo insegnato nel Calcolo Differenziale, 
facendo dy—pdx, dpxzqdx , dqzzrdx , ec. dz—p'dx, dp—q'dx.t-c,. 
du—p"dx , dp"=q"dx, ec. avremo le seguenti equazioni di condi- 
zione 




le quali saranno tante, quanto il numero delle variabili x, y, 
z , u , ec. meno una, e quest’ equazioni dovranno essere identi- 
che. Le medesime equazioni facendo 
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dVz^Mdx-^N dy-y-P dp -+-Q dq -4-ec. 

-t-N 1 dz-+-P’ dp -*-Q' dq'-t-ec. 
-t-N"du-*-P"dp"-^"dq”+ec. 
ec. 

potremo metterle sotto la forma seguente : 

dP d*Q d>R \ r /„ dQ n J»R \JF 

( A — — -h -j— - — -r- — -+-ec. ) F— ( P— 2 ~ -f-3 ec.l-r 

V dx dx » dx* f \ dx dx* J dx 

tn ->dR \d*F in ' s d>F 

+ (^Tx+ ec -frxT-( R ^7£7+ ec - 

—^aV^b d -f~€~-trtc. , 

a d7T y/»F . d»F 

* (<?-% +ec fe -(il ■ “ ec) ST - ec ’ 

,,dF ,d*V 

——a k-*-b -r c — -+-ec. , 

dx dx* 

d?" \ _, dQ" \dF //v , .d*F 

( iV -^ H - ec V F Hr-*£+ ee )Tx^- ec )-d^ 

-{R"-ec.) ‘^+zc.=-a'V-<-b" d -f — — ec. 
v ' Jx* dx dx* 



ove 

*= (|D - (?) ■ * d^ 4 © - ec - » 

cxz Q — ^j~d(^pj -t-ee. , e se in quest’ espressioni porremo 

z , p' , q' , ec. invece di y, p , y, ec., avremo i valori di a' , 
b’ , c' , ec. , i quali si cangeranno in quei di a", b" , c", ec. , se 
in luogo di *,/>', y', ec. porremo u , p" , y", ec. , e così in se- 
guito. Ora, siccome 1’equazioni precedenti devono essere identi- 
dV d « V 

che, se facciamo V—o, — =o,-^^=o, ec. , nel qual caso il se- 
condo membro di esse svanisce, dovrà svanire nelle medesime 



supposizioni anche il primo, che è identicamente eguale al se- 
condo. Quindi l’equazioni 
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dQ 



dx ' dx » 

' dR \d*F 

Q—o-t- -f-ec.)-j— - — ec.=o 
, x dx / dx* 



ylF 

Idx 



i 



-dR’ \d»F _ 

' (£ ~ 3 U7 **" ec- fe ° 



■ 2 HI^ c -)Tx 



ec. 



dV 

dx- 0 ' 



d*V 
dx » 



=0 , 



dovranno essere identiche, se vi faremo Vx 

ec., cioè se sostituiremo in esse il valore di uno de’ più alti dif- 
ferenziali dedotto dall’ equazione F—O, il valore del differenzia- 

d V 

le susseguente dedotto dall’equazione — =o,ec. E perciò eli- 
minando F avremo dell’equazioni di condizione tra quantità 
tutte cognite, le quali, fatte le sostituzioni accennate, dovran- 
no essere identiche , perchè la proposta sia integrabile. Il nu- 
mero di quest’ equazioni è evidentemente eguale al numero del- 
le variabili meno due; onde qualunque equazione tra due varia- 
bili è integrabile. Può essere, che quest’ equazioni di condizione 
non siano identiche, ma richiedano per esser tali, che sia egua- 
le a zero una funzione di un’ordine inferiore a V: in tal caso, 
se questa funzione soddisfarà alla proposta, ne sarà un’integra- 
le , ma particolare, perchè non conterrà costanti arbitrarie. 

Prima di passare agli esempj vediamo, come si debba ese- 
guire l’eliminazione di F. Siano date pertanto le due equazioni 

, , j>dF „ d*F n <f'F_ 

(i) JF-+-B— -+-C — — — -4-Z? , 7 — o 



(>) 



dx dx * 
dF 

A’F-*-B -t- -t-C’ 



. r»d*F ^n/d'F 



dx 



dx a 



dx • 

ry d»l _ n 

D dx » * 



ed eliminando -j— otterremo un’altra equazione, che differen- 
ziata sarà della forma 

(3) A’ F+B”~+C'~ +U' d '-=c . 

' ' dx dx » dx • 

Adesso mediante una dell’equazioni (i), ( 2 ), e l’equazione (3) 
d> F 

eliminiamo di nuovo ed otterremo una nuova equazione, 
che differenziata diventerà 
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J? J a p d*F 

(4) JTF+tr S-C"'~ +D"' ir .=° ■ 

...... dF d 3 F 

Col mezzo di queste quattro equazioni elinuniamo , -j— e 

Jj C* • 

considerandole come tre diverse incognite, e troveremo 

dr‘ 

A‘ y F~ ro; e perciò A' y =o sarà la ricercata equazione di condi- 
zione. Facilmente apparisce, come questo metodo estender si 
possa ad equazioni di un’ordine più elevato. 

Sia data per esempio l’equazione 

(xdx-y-zdz)d » y—zdyd 3 z-dy(dv 3 -*-dy 3 -w/i > )=0 . 

Avremo Vzzxq-t-zp'q — zpq ’—p—p 5 — PP* > « quindi JV =0 , 
Pz=:—zq i —3/7 *—/>’» , Q=x-*-zp' , N'—pq—pq , P'—zq— 2 pp\ 
Q'——:p ; sostituiti i quali valori nell’equazioni di condiziona 
esse diventeranno 

dF 

(6p'q'-*-6pq-*-2zr')F-*-($-*-5p 3 -*-3p‘ a -t-3 zq ) ^ 
tf»F 

=o, 

_ , dF d*F _ 

2rF-t-3q -fc+P-fai— 0 * 

ed eliminando ^-r— avremo 
dx 3 

(6pp'q'-*-6p 3 q-*- 2 zpr'— 2 xr— 2 zp'r) F 

+($p^p‘+Spp' 3 +3zpq’--5xq—3zp'q)^—o . 

Prima di continuar l’eliminazione vediamo, se questa equazio- 
ne è identica allorché vi si sostituisce il valore di q' e di r' rica- 

d V 

vato dall’equazione V—o, e j-z=xp'r— ip^q-Spp q'-zpr'-t-xrzzo-, 

e siccome ciò succede , ne segue , che la proposta è compieta- 
mente integrabile. 

Se è proposta l’equazione 

(x- 4 -xy)di t 3 -+-y 3 d xdy-t-yzdxdz-*-xdy 8 -+~xdz 3 -i-xyd 3 y-4-xzd 3 r=ro , 
avremo F=zx-t-xy-*-y *p-*-yzp -t-xp 3 -t-xp’ 3 -t-xyq-t-xzq ' , e quindi 
N=x-t- 2 yp-*-xp'-t-xq , P~y 3 -*- 2 xp, Q=zxy , N'=yp'+xq ' , 
P'—yz^.ìxp' , fV—xz , e lì’ equazioni di condizione saranno 



Tom. IL 
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/ ,, r ■ , jiF d 1 F 

i*+*p) F-( r *- 2 y)— — =c , 

-, , \dF d*F 

pFM y^) ^. r - o. 



d*F 



ed eliminando — — avremo (x-t-zp'-t-yp) F=zc . Questa equazione 

non è identira, onde la proposta non può completamente inte- 
grarsi; ma poiché l’equazione x-*-zp'-*-yp— o vi soddisfa, ne sarà 
un’integrale particolare. 

1 33 . 

Venghiamo adesso a cercar le condizioni , che devono aver 
luogo, perchè una equazione qualunque possa ammettere un'in- 
tegrale di più ordini inferiore. Sia Fzza una equazione differen- 
ziale tra le variabili x, y, z, ec. , la quale moltiplicata per un 
fattore F divenga integrabile; avremo per la variabile y l’equa- 
zione di condizione 

/„ dP d*Q / D <7(> \dF 

( A - k-*- ^- ec -) F -( p - 2 dj* ec hx 

lrt ^ dlF 
-h(Q— ec.)— — ec.=o, 

ed una equazione simile per le altre variabili z , u , ec. eccettua- 
ta la x, di cui il differenziale è costante. Eliminando F avremo 
dell’equazioni di condizione, le quali se combinate con la pro- 
posta P—o ed i suoi differenziali saranno identiche, la quantità 
FV sarà una differenziale esatta =uiF . Supponghiamo adesso, 
che l’equazione 7"=ro moltiplicata pel fattore F divenga inte- 
grabile , ed avremo per la variabile y l’ equazione 
~/dP\ .idF\ i ,/dr\ 

wrhty-dfrzrS 

r /dF\ a J /df n \ IdF XI JF\ ~ld i P 

{{uf)- dAiqr ec - { Wr ec • j7^~ cc - =° * 

ed un’altra simile per le altre variabili z, u, ec. Ma essendo 
FVzzdV' , abbiamo per ciò, che insegnammo nel Calcolo Diffe- 
renziale, 
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1 3 1 



i 

di* 



(dV’\ ( d Fr \ , j/ d.FV - 

\ dy ) \ dp } dx V da f 

(t~)= - T d (^p-)^ cc 

\dp / \ dii / dx \ dr l 



(d.FV\ 



/ dr 

dq 

Dunque sostituiti questi valori, l’equazione precedente diven- 
terà* 
td.FV' 




X jd FF\ i ,ld FV\ IdF \/d.FF\ 1 d*F 

"Lv^rr diA—r ec -\j7 - \(-jt r sc - \d^- eo - =° » 

o sia, poiché d l'—Mdx-t--\dy-+-I\'dz-+-Pdp-*-P'dp'-4-Qdi]-+-ec. , 
jirenderà la forma 



(fp--. 

FR- 



d.FQ Ji.FR 



-ec .)F. 






,//.FF 



dx 



-t-ec. 



\dF 

)17 



( 



dx dx a 

jif .. .dr dir 

c. l-j et:. zza v -r-i-p -+-c— r— --t- ec. , 

fdx* dx dx » 

essendo a , b , c , ec. funzioni di F e di F . Se facciamo 

V—O , svanirà il secondo membro di questa equazione , e 

quindi anche il primo, che è identico al secondo. Avremo adun. 

que l’equazione 



/ rn d.FQ J'.FR ( r „ d.FR \dF 

( Fp - 2 ~di t ‘ 3 — zr» Rc v \ F Q~^~dir 



(fr. 



. — ec 



)~dx* 



-ec..=;o , 



(c) 



la quale dovrà svanire, se facciamo F=o , cioè se sostituiamo ir» 
essa il valore di uno dei pii» alti differenziali contenuti in Fde- 
dotto dall’equazione Vzzo, il valore del susseguente ricavato 
dall’equazione dVzzo , ec. Avremo altre simili equazioni per 
rapporto alle variabili z, u, ec. ; ODde eliminando F da queste 
giungeremo a tant’ equazioni di condizione, quante sono le va- 
riabili meno due ; le quali equazioni se saranno identiche, la 
proposta ammetterà un’integrale completo inferiore di due uni- 
tà , e se per essere identiche richiederanno qualche relazione 
particolare tra le variabili , allora questa relazione sarà un’inte- 
grale particolare della proposta, se ad essa soddisfarà. Conti- 
nuando col medesimo metodo troveremo 1* equazioni di condi- 
zione, che devono aver luogo, perchè la proposta ammetta u* 
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integrale di un ordine inferiore di tre unità, e cosi in seguito. 
La ricerca di quest’ equazioni di condizione si deve al Sig. Mar- 
chese di Cóndorcet : quelle, che hanno luogo per l’equazioni del 
prim’ ordine, eranogià state assegnate dai Sigg. Euler ,e Fontaine. 

Vediamo, se ammette un’integrale finito l’equazione con- 
siderata di sopra 

(xdx-t -zdz)d 3 y — xdyd a z — dy(dx » -t-dy 3 -t-d z » )— o , 
ove P——zq'—i—3p*—p '* , Qxzx-t-zp' , P’=xq—npp ' , Q'——zp. 
Abbiamo giù trovato, che questa equazione ammette un’integra- 
le completo del prim’ordine; per vedere, se è ancora suscettibi- 
le di un’integrale finito, sostituiamo nell’ equazioni (c) i valori 
di P, P' , ec. ed avremo 

J^(3-»-3p * 4-3/»’ ®-*-3zy')F-+-(2x-+-2z/>')^J F'-*-(x-t-z/»') F-^~ =o 

(*F~v£)F~pr£=°. 

ed eliminando F* avremo 

3 / m - 3 />* - 4 - 3 / 1// 1 -+-3 zpq ' — 3 xq — 3 zp'qzxzo , 
la qual’ equazione combinata con la proposta essendo identica, 
ne segue , che la proposta ammette un’integrale finito completo. 

i34- 



Nell’ equazioni fin qui considerate abbiamo supposto, che 
la potenza de* più alti differenziali sia sempre l’unità; ed infatti 
qualunque funzione si differenzi , i più alti differenziali saranno 
sempre lineari . Se pertanto sono date equazioni , nelle quali ì 
più alti differenziali siano elevati ad una potenza maggiore 
dell’ unità, perchè esse nascano dalla differenziazione di una fun- 
zione, devono potersi risolvere in altre, nelle quali i differen- 
ziali più alti siano lineari. Data l’equazione 

Pdx ì -*-Qdy 3 -t-Rdz 3 z^xSdxdy-t- 2 . Tdxdz+- 2 , Vdydz , 

avre mo 

dz _ Tdx-+.Vd r ±)/[(T 3 - PR)dx 3 +ì(TV*- RS)dxdy-+-( F 3 ~QR)dy 3 ] 

R 



Ora, acciò dz sia eguale ad una espressione di questa forma 
pdx-*-qdy , bisogna , che nel valore di dz sparisca l’irrazionali- 
tà , e questo avverrà, se sarà ( T ■ — PR){V * — QR)—(TF-t-RS ) 3 , 
. s „ pyt-k-zSTr+QT 3 c s , 

cioè ite: PQ— y * — ‘ — ' be fl dunque questa equazione non 

avrà luogo, la proposta non sarà integrabile. 
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Questo metodo essendo particolare per l’equazione prece- 
dente , daremo il seguente più generale , il quale potrà applicar- 
si a tutti i casi. Supponghiamo , che l’equazione proposta di 
sopra sia eguale al prodotto de’due fattori dz—pdx—qdy—o, 
dz—p'dx — q'dy—c. avremo, facendo la molti plicazioue di questi 
fattori, e paragonandone il resultato con la proposta, l’equazio- 

P 0 af a V 

ni seguenti ; 1 x .pp'—p, 3*. />-+-/>'=-£■ , 4 *. < 7 -^ 7 '=-^- , 

S*.p'q-+-pq '— — Siccome quest’ equazioni son cinque, e le 

quautità da determinarsi quattro , avremo una equazione di con- 
dizione, che troveremo nel modo seguente . Sostituendo i valori 

di p’ e di q' ricavati dall’equazioni 3‘. e 4*- nella quinta tro- 
veremo : sostituendo adesso i valori di p' , q , e q' 

nella prima e seconda troveremo le due equazioni in p 

Api — 2 Tp-t-Pzxo 

(RV*—QR*)p a —z(TV a —QRT)p—QT'—RS»—!iSTJl=o; 
ed eliminando p otterremo l’equazione di condizione cercata 
P F 2 — PQ R-+-Q T a -*-RS a -t-2.S T V=o , 

. , „ pr*-*jQT*-*-*STr 
cioè it= — — , come sopra . 

Se i criterj d’integrabilità, de’quali abbiamo trattato in 
questo Capitolo, non avranno luogo, l’equazioni, ove ciò av- 
viene , non nasceranno dalla differenziazione di alcuna funzio- 
ne . Non si deve però credere, che esse siano in tal caso assurde, 
anzi esprimono sempre proprietà reali, quantunque non nasca- 
no dalla differenziazione di una sola equazione, come quelle, 
nelle quali le condizioni d’integrabilità son soddisfatte , ma dal- 
la differenziazione di più equazioni insieme combinate; lo che 
in qual modo succeda, vedremo a suo luogo. 
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CAPITOLO III. 

Della integrazione delle più semplici equazioni di 
qualunque ordine . 

i35. 

.Abbiamo vedute le condizioni , che devono aver luogo , perchè 
Inequazioni differenziali sieno integrabili : adesso passeremo ad 
esporre i metodi principali, che sono stati immaginati per l’at- 
tuale integrazione, ed in primo luogo prenderemo a considerare 
in qualunque ordine quell’ equazioni , che chiamiamo le più 
semplici, perchè con i piu semplici artifizj ridar si possono alta 
integrazione. Mediante ie sostituzioni d)'=pdx,dp^zqdx, dq—rdx, 
drzzsdx, dsixtdx , dtz=udx , ec. tutte l'equazioni si riducono a 
quantità finite , e le forme generali di quest' equazioni sono per 
il prim’ordine p— funz. (x,y), pel second’ ordine 
q—fnuz. ( x,y,p ), pel terz’ordine r=funz. (x,y, p,q), ec. 
L'equazioni più semplici, che prendiamo ad integrare in questo 
Capitolo son quelle, nelle quali una delle quantità x, y,p, q, 
r, ec. è funzione di una sola delle altre. Nè questo problema al 
di là del second’ ordine può risolversi generalmente : noi dunque 
scorreremo quei casi, ne’ quali l’integrazione succede. Il più 
semplice caso particolare di questo problema è quello, in cui 
una delle quantità p , q , r, e c. è zero, cioè allorché è data 

i» . dPy 

l’equazione =0, e dalle cose precedenti facilmente apparisco , 

dx n 

che il di lei integrale completo sarà così espresso; yzzAx n 1 

-*-Bx n 2 -t -Cx n ~^ .... -t-Mx-WV, ove A , B , C , .... N 
sono n costanti arbitrarie. 

Così pure potranno generalmente integrarsi quell’ equazio- 
ni, nelle quali una delle quantità p , q , ec. è eguale ad una 
funzione di x. Chiamiamo X questa funzione , od in primo 
luogo sia p^X ; moltiplicando per dx avremo pdxzxdy^. Xdx , 
ed integrando y^e/Xdx. Sia in secondo luogo qzzX ; avremo 
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qdx—dp—Xdx , e quindi p—fXdx , pdx—dyxzdxfXdx , ed 
\xzfdxjXdx , o sia integrando per parti y=x/Xdx—jXxdx . Se 
in terzo luogo r=X , sarà rdxz=dyixXdx, e q—)Xdx, 
qdxxxd pxzdxjX dx , e p=fdxfXdx=xJXdx-*fXxdx , e final- 
mente yxxfpdxxx -Ijp 1 fXdx—x fX xdx-*- ~fX x 3 dx . Similmente 
per i casi di s—X , e t=.X avremo respettivamente 
yxz^x'fXdx — l -x 3 fX xdx->r- ^-xfXx'dx — —fXx'dx, ed 

’ yzx-^-x* fXdx—~x ' ' fXxdx-+--^x*fXx a dx— ^-xfXx'dx 

~*"hf Xx ' dx ‘ 

È chiara la legge , con cui queste formule progrediscono , e si 

(f 1 y 

vede , che generalmente l’integrale dell’ equazione — - —A saia 



dx 



2 .3.4...(n — i)yxzx n 1 fXdx — {n — i)x fXxdx 

% n ~ 3 rXx 3 dx 
a J 

_ (n— 1 )(”— 4 fXx 'dx.. =t :fXx n ~ 1 dx, 

ove le costanti arbitrarie son comprese negli n segni stima- 
tori . 

Se con le lettere grandi Y , P, Q, ec. indichiamo funzioni 
qualunque delle corrispondenti lettere piccole y , p, q , ec. , gli 
altri casi, ne’ quali l’integrazione succede, si riducono ai se- 
guenti: pxz 1 -, q—P , Q > ,j — fi i tziA , ec. , e q— 1 , j—P, 

s—Q, t=R, ec. Incominciando dalla prima serie, se nell’equa- 

(J y (Jy 

Rione pzzY pongliiamo il valore di avremo dxxz-y , e 

quindi xxz . La seconda equazione q—P , a motivo di 
q— ^ , diventa dx=y- , e quindi dyxz^ ; onde x= , 
y— J cioè ambe le variabili x ed y sono determinate per 

• . ■ K . Jfj 

la quantità p . L’equazione r=Q ci dà dx — • e quindi 
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rinlr-Ol rr-ClJl. 



qdx—dp—^j-, cioè x=J^L,p=.J'VZ., e perciò 

pdx^lyxzdx p-^- = f/^jp e finalmente 

la medesima maniera per l’equazione s—R troveremo 

pdr pd' P:l r prdr ,, . 

x=J , y= J fi J -jij -£i per 1 equazione t=S avremo 

/ 'di rii Pdt ph psds , . .. 

»=y y ' y=J sj sj T J T ' • c °" " 

• ì» , d*y.d*Y . , 

Si debba per esempio integrar 1 equazione — — =I * c, °* 

$=— : avremo R=i — , e quindi x—Cfi =r r -—-+-A, f -jr-zz-? -+B, 

J RJ R X 5 a J 3 . 5.7 a. 4 a 

de eliminata r l’integrale della proposta sarà 

X 

(slt — /<) 1 Sfar— Cf ax — >4) ^ 

3.5. 7 a. 4 a 

Passiamo alla seconda Serie, e l'equazione q—Y ci darà 
qdyzzpdp—Ydy , ed integrando avremo — p'—fYdy , e 

p— aj'Ydy ; onde dxzz — » «d xzzC- —J . 

r dx ^ J VtfYdy J \/Tfìdy 

seconda equazione r=P diventa rdp—qdq—Pdp , e quindi 

t i'=f p ‘r ■ »=^=^=i / ^ r ' e *=/?$%■ 

pd v— t P dp . L’ eauazione szzO moltiplicata per diventa 

J J\/^fPd'p 

sdq—rdr—Qdq , ed integrata ci dà r=— ^ z^/xfQdq , e quindi 

p =fc 



La 



qdq 



V 2.f()dq 

x= f ,% ■ =. . ed J= /f 

*/ t/ o CCì/in ** b 



: ora essendo rz^-x- , e pdx—dy , sarà 
ax 



dq 



Zaj'Qdq J ZzJQdqJ Z aJQdq 

l’equazione t—R troveremo x= / . ed 

1 ^ 1 / zJRdr 



f — 1 ÈS. — . Similmente pe* 

J \/ o. fOrin 
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y— f. — — f- — - - ■■■ — f — -~- — e cosi delle altre. 

J \/i j'Rdr J VzfRdr J \ZnfRdr 



13 ” 



Prendiamo per esempio ad integrar l’equazione j~;— 

cioè j — q . Avremo J^Qdq^z ^—-*-A, e quindi 

ar= f—Éff — — / * ^Loe.[q-+\/{q *-+-2.A]\—\og.B , 

J/^Tq V(7 a ^) ^ J ^ 

fi* ed r(j/( qJ^AWC^dq 

J \ / *jX>dq J \/(9 % -*-*4) 

r=q-*-Ciog.[q-*\/{q t -*-!ìA)\+-D . Abbiamo dunque trovati i valo- 
ri di x e di y espressi per q: ora l’equazione tra x e q ci dà 

Be x =zq-^-\/(q a -t‘aA ) , e quindi B a e J ‘ X — 2 Bqe T —zA , cioè 
9— — c X — ^ e ~ X ' sostituendo il qual valore in quello di y avre. 



mo yz£e x —~e X -*-Cx-*-Clog . B-*-D , o sia più semplicemente 



A —a 



mutando le costanti y=zAe x -*-Be x -t~Cx-*-D . 

CAPITOLO IV. 

Della integrazione dell’ equazioni differenziali 
del jprim’ ordine . 

» 36 . 

Abbiamo percorsi alcuni casi, ne’ quali facilmente riesce l’in- 
tegrazione dell’ equazioni, qualunque sia il loro ordine: adesso 
tratteremo più accuratamente di ciò, che ha rapporto all’inte- 

f razione dell’ equazioni del prim’ ordine. Sia dunque proposta 
'equazione differenziale Pdx-*-Qdyzzo , ove P e Q sono funzio- 
ni di x e di y, ed in primo luogo conviene osservare, se essa è 
una differenziale esatta; lo che succede per ciò, che abbiamo in- 
segnato nel Calcolo differenziale, quando Se que- 

sta condizione avrà luogo, la proposta sarà da per se stessa inte- 
Tom. II. 18 



Digitized by Google 



j38 ELEMENTI 

grabile , ed il suo integrale si troverà nel modo seguente. Se 
tosse y costante, l’equazione sarebbe Pdxzzo, l’integrale della 
quale è fPdx-y-C : ma siccome abbiamo supposta y costante , C 
sarà una funzione di y . Adesso differenziando 1’ equazione 
/Pdx-t-Czzo , e supponendo Vdy il differenziale di fPdx preso 
per rapporto ad y , avremo l’equazione Pdx-t-Vdy-*-dC=o , e dal 
paragone di questa con la proposta ricaveremo dC^(Q — V)dy 
per determinare C. 

L’equazione (a a -*- 2 xy-<-x a )dx-t-(x a -*-y a — a 3 )dyzzc è da per 
se stessa integrabile, perchè 

.a • a naia 

ue integrando 



'd(a a -+-2xy-t-x a Y 


; / d[x a -*-j 1 — a»)' 


i d y 


r' Mr V dx j 



) ; dunq 



nella supposizione di y costante avremo <i a x-t-x*y-t t-Czzo , 

ó 

essendo C funzione di y . Differenziando adesso questa equazio- 
ne troveremo (a a -*-2xy-4-x a )dx-t-x a dy-+-dCzzo , e dal paragone 
di questa con la proposta otterremo dC—(y a — a a )dy, cioè 

C=r— a a y-t-f>i e quindi l’integrale della proposta sarà 

yl yl 

a 1 s+x 1 }'+ — ■+. — a*y-*-bzzo. Se in luogo di y pongbiamo 

costante x, giungeremo allo stesso integrale: infatti avremo in- 
tegrando x*y-+-'-^ — a a y-y-Bzzzo, ove sarà li funzione di x , e pa- 
ragonandone il differenziale — a a )dy-*-nxydx-*-d lizzo con 

• * 

la proposta avremo dBzzz(a a -*-x a )dx , cioè Bzza % x-t- — -*-b , e 

l’integrale della proposta sarà perciò 
Y % X 5 » 

x a y-f- a J y-*-a*x-t- — come sopra. 

Per determinare il valore di iC «onvien differenziare la 
quantità fPdx per rapporto ad y . Questa operazione non ha 
alcuna difficoltà, quando si pnò assegnare l’integrale fPdx pre- 
so per rapporto ad x; ma quando questa formala non è assegna- 
bile in termini finiti, non si vede, come se ne possa ottenere il 
differenziale per rapporto ad y. A quest’oggetto si osservi, ebe 
chiamando Vdy questo differenziale avremo d.fPdxzzPdx-*- Vdy, 

e quindi (^)=(^). cioè (^jdxzz(^jdx . Sarà dunque 
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ì3<j 



— jdx il differenziale di V preso per rapporto ad x , e perciò 

"=At> *+- una funzione, che non contenga x . Ma tutti L 

termini di /Pdx devono contenere x ; dunque dovrà contenere x 
in tutti i suoi termini anche Vdy , che è il differenziale di fPdx 

preso per rapporto ad y . Avremo perciò Y—f i prenden- 

do questo integrale nella supposizione di y costante. 

E in nostra libertà di determinare come più ci piace l' inte- 
grale /Pdx-, ma l’integrale J'^ j^dx come si dovrà determina* 

ref Se si vuole, che il primo svanisca, quando x=za , svanirà 
nelle medesime circostanze anche il secondo, e perciò sarà de- 
terminato. Infatti la quantità fPdx svolta in una serie ordinata 

per y sia della forma A-*-By n -+-Cy n -*-e c. ; e poiché essa deve 
svanire nel caso di xzza , qualunque sia il valore di y, avremo 
Decessariamente nel medesimo caso A—a, B—o, C~ o , ec. 
Adesso differenziando per rapporto ad y abbiamo 

J(^) dx=nR y'~ '-+-n'Cy n ^ec. ; e quindi la quantità 

J {^^dx svanisce anch’essa quando r=za . L’equazione 

(*£=)=/(*) dx si chiama il teorema di Leibnilz dal nome 
dell’inventore . 

137. 

Una equazione differenziale Xdx-+-Ydyzzo, ove X sia fun- 
zione di x , ed Y di y, sarà integrabile da per se stessa, poiché 

'• quindi, ogniqualvolta una equazione differen- 
ziale si potrà ridurre alla forma Xdx-+-Ydyzzo , se ne otterrà 
l’ integrale . Questa riduzione si chiama separazione delle varia- 
bili , in quanto che per essa si riduce l’equazione ad esser com- 
posta di due termini, uno dei quali contiene la sola x , e l’altro 
la sola y. Se in tutte l’equazionì del prim’ordine si potessero se- 
parare le variabili, di tutte ottener si* potrebbe l’integrale. Ma 
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le variabili non ai sanno separare, che in alcuni casi, i princi- 
pali de’ quali andrò accennando. 

Nella equazione PdxzzQdy siano P e Q funzioni omogenee 

P 

del medesimo numero di dimensioni ; sarà ^ una funzione di 

dimensione nulla, la quale perciò si cangerà in una funzione U 
di u, se si fà yzzux. Ma dyzzudx-+-xdu ; quindi la nostra equa- 
zione prenderà la forma udx-t-xduxzUdx , nella quale le variabi- 
li si separano facilmente, e si ottiene ~ — • ^ u , e per mezzo 
della integrazione log.xzz j • La x è adunque determinata 

per «, e posto ^ in luogo di u se ne ricava l'equazione cercata 
tra x ed y. Sia data per esempio l’equazione 

dy _ xdu-t-udx x — _ i — 3« 

dx y — 3x u — 3 ’ 



(x — iy)dx^z(y—3x)dy -, avremo 

. dx Ih — 3)du adu 

e quindi — = — — 

* x i — «* l-f-U 



du 



, ed integrando 



log.*— log.azr— 2log.(i-*-«)-4-log.(i — «)=log.^— e passando 

dai logaritmi ai numeri 
(x-+-j) a =a(x—y) . 



i — u g(x — y ) 



cioè 



Sia proposto di separar le variabili nella equazione 
(a-*-bx-+-cy)d.Tzx(a’-*-b' x-i-c' y)dy , ove a, b , c , a' , b' , c' sono 
quantità costanti. Ponghiamo a-*-bx-*-cy^t , a' '■+&' ’x-t-c' yzzu , ed 



avremo 



c't—cu—ac'-*-a'e 
bc'—b'c 1 



3 -- 



bu—b't-*-ab'— 
be' — b'c 



quindi 



— = — bjlt e j a diventerà c'tdt — ctdu—budu — b'udt, 

dx c'dt—cdu r 1 

nella quale, perchè omogenea, la separazione delle variabili 
non avrà più difficoltà. Nel caso, che sia bc—b'cz=a, non po- 
tranno farsi le sostituzioni precedenti, perchè renderebbero in- 
finito il valore di * e di y; si userà dunque il metodo se- 
guente . La proposta avrà in tal caso la forma 
adx-t- (bx -*-cy)d xzza 'dy-+-n{bx-+-cy)dy , e facendo bx-*-cy=z avre- 
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mo — rz -v— -<3 Bb- ove le variabili sono evidentemente separabi- ■£ h, _ 

dx a'-t-nz r * - 



n-*-z 



/z 



1 ^ , . ( a'-*-nx)dz 

li, e si ha dxzz 



ac-*-a'b-+-(c*-nl/)z 
Si voglia adesso ridurre alla separazione delle variabili l’e- 
qaazione dy-t-XydarzzX' dx , ove X ed X' sono funzioni della 
sola variabile x. Facciamo yzxxu, e sostituito questo valore la 
proposta diventerà zdu-t-udz-*-XzudxzzX'dx , la qual’ equazione 
ammetterà la separazione delle variabili, se determineremo z in 

dz 

modo, che sia dz-*-Xzdxzzo , cipè — = — Xdx, e per integrazio- 

Z 

ne log .zzz—/Xdx,t x=zÀ~^^ x . Posto questo valore di z la no- 
stra equazione sarà zdu—X'dx , cioè die. ee^^ X .X'dx , 

ed integrando avremo uzxfe^^^ x .X'dxzz e quindi l’integra- 

le della proposta sarà yzz e~ .X'dx . 

L’equazione dy-*-Xydx=zX'y n ~*~ l dx si potrà ridurre alla 
forma precedente posto — =/, poiché fatta la sostituzione di- 

y n 

venterà dt — nXtdxzz — nX’dx; e l’integrale di questa essendo 
tzz — e^ n ^^ x .fe~f n ^^ X nX'dx , sarà quello della proposta 



nfXdx ,r~ n f Xdx 



.fé 



X 'dx . 



Cerchiamo, quando si può rendere omogenea , ed in conse- 
guenza integrare l’equazione 



II 



m" n \j 
- 4 -ex y -+-ec. \dx 

ii _#r 



/ m n , mi v! 

(or y -+~bx y ■ 

(a X? yl -+V yì -t-cx? y? -4-ec -Jdy , 

Facciamo yzxu , ed avremo la trasformata 

( m n i , m’ rn' m" rn” \ , 
ax u -+-ox u -*-cx u -4-ec.lda: 

zz{a!x^u^-^b'x^ -+-ec.^ru r 1 du ; 



c- 
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e questa sarà omogenea, allorché m-*-rnzz 
—r— I -t-p-y-rq—r— I -• -p'-+-rq'zzr— l -+-p" -t-rq": 

, m'—m 

posta diventerà omogenea posto rzz - — — , 

. ... . m'—m m" — m 

seguenti condizioni ; r— rr = ec.: 

° n— ii rr—a 



neo. 

n—i '—i 



m'-i-rnzzfn''-i-rn"zzec. 
zzoc. Quindi la pro- 
se avranno luogo le 

_ p—m—i p’ — m — t 

— n—q—i n—q'—i 



Sia data per esempio l’ equazione dy-+-y*dxzzax m dx , che è 
conosciuta sotto il nome di equazione del Conte Jacopo Ricol- 
ti , perchè questo Geometra ne tentò il primo la separazione del- 
le variabili. Avremo rizzo , bzz — r , m'zzo, n'zzx, a zzi , pzzo , 
<7=0; ed acciò questa equazione possa diventare omogenea, con- 
verrà , che sia — -, cioè mzz — a . Sarà in tal caso r=- 1 

—a — i 



e posto perciò yzz ^ la proposta diventerà 

— x*du-*-(x a — au*)dxzz o . Oltre questo caso ve ne sono infiniti 
altri, ne' quali si possono separare le variabili nell’ equazione 
del Riccati : il più semplice di tutti è quello di m=o; infatti 

abbiamo allora dxzz-^- — Per trovarne altri facciamo — , e 

z 

la proposta diventerà — bdz-+h*dxzzax m z 2 dx , la quale posto 
v m ~*~ l zzu, e bzz . — - — si cangia nella seguente, 
m 

dz-t-z^duzz — u m ~*~ l du - Se adunque questa fosse separ:.- 

(m-s-t) a 

bile, lo sarebbe anche la proposta, e viceversa; quindi se la pro- 
posta è separabile quando m—n, lo sarà ancora quando 

in———— ■ Supppnghiamo adesso- yzz—— — , e la proposta d<- 

venterà dz — — dxzz—ax dx , o sia posto , 

dz-*-z 2 duzzau~~ m ~~^du; e questa equazione essendo simile alla 
proposta c’insegna, che se la separazione succede quando mzzn, 
succederà ancora quando mzz— 0—4. Pertanto conoscendo un so- 



! 
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lo caso m—n ne abbiamo subito altri due, cioè m— — , ed 

72-t-I 

wcr — n — 4? e perciò dal caso di ne dedurremo infiniti al- 

tri, adoprando cioè alternativamente le due formule m^z— n— - 4 , 

a . . , 4_8 8 

m—— ) seguenti casi, m~ — 4 > m — — 'j* » m — — j , ni~ — — , 

la la . «. . ^ ~ * r *’ 

n.~ — g- , m — — — ,ec. , 1 quali casi sono tutti rappresentati 

dalla formula mzz — ~~^r essendo i un numero qualunque inte- 
ro positivo. Se ponghiamo i infinito, questa formula ci darà il 
caso di m=— a trovato da principio. 

i38. 

Abbiamo fatto vedere, in che consista il metodo della se- 
parazione delle variabili; passiamo adesso a parlate di un’altro 
metodo, che è stato principalmeute dal Sig. Euler applicato al- 
la integrazione dell’equazioni . Questo consiste nella ricerca del 
moltiplicatore, che le rende integrabili ; giacché, come abbiamo 
di sopra dimostrato, esiste sempre un tal moltiplicatore. Si ab- 
bia dunque l’equazione Pdx~*-Qdy~ o, la quale moltiplicata pel 
fattore M divenga integrabile; sarà PMdx-t-QMdy una d i fiere q- 

ziale esatta, e quindi ^ — J , cioè 

Questa equazione ci darà il valore di M ; ma essendo essa a dif- 
ferenze parziali , la di lei integrazione presenta maggiori difficol- 
tà , che l’integrazione della proposta: basta però al nostro inten- 
to l’avere un valore particolare di M, il quale soddisfaccia a 
questa equazione (a) . 

Trovato un solo moltiplicatore della proposta , sarà facile 
ritrovarne altri infiniti. Sia M questo moltiplicatore, e sia 
PMdx-t-QMdy—dR; moltiplichiamo da una parte e dall’altra 
per una funzione qualunque di il, ed avremo 
(Pdx-+Qdy)M F.(R)zzdRF.(R) , cioè (Pdx-t-Qdy)M F.(R) sarà 
anch’essa una differenziale esatta, e la formula MF.(R) rap- 
presenterà tutti i moltiplicatori , che rendono la proposta inte- 
grabile. Tutto adunque si riduce alla ricerca di un solo molti- 
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plicatore, ppr la qual cosa però non possiamo dare alcuna rego- 
la generale. Scorreremo pertanto alcuni casi, che possono met- 
tere al fatto dei diversi artifizj , i quali si usano per ritrovare 
questo moltiplicatore. 

Si debba ricercare il fattore , che rende integrabile l’ equa- 
zione dy-*-XydxzzX'dx , ove X ed X' sono funzioni di x . Il se- 
condo membro è integrabile moltiplicato per una funzione di x; 
convien dunque vedere, se anche il primo per una funzione di 
x moltiplicato riescisse integrabile. Si scorge subito il moltipli* 
i (Iy 

catore — , che ci dà -y-+-Xdx , di cui l’integrale è log.y 

•*-JXdxxzìog.^e d ^ dx .y^. Tutti i fattori adunque, che competo* 
no a dy+Xydx , son compresi nella formula 
■— F.log . ^f Xdx . j ^ , o sia yF.(ef Xdx .y'^, e quindi ef Xdx sa- 
rà uno di questi moltiplicatori , il quale è una funzione di x , 
come si bramava. Moltiplicando adunque la proposta per d Xdx 
avremo e-^'^ dx dy-t-Xe^ dx ydxzze^ Xdx .X'dx , ed integrando 

e f Xdx y —f e f Xdx .X'dx , cioè yzze~f Xdx fJ Xdx .X'dx , come 
sopra (137) . 

Si cerchi il moltiplicatore, che renda integrabile l’equazio- 
ne axdy— aydx^{xdx-+ydy\/(x i -+y ì — a 1 ) . U secondo mem- 
bri) essendo una differenziale esatta, di cui l’integrale è 

a*)' , la formula i\(x»-Kjr»— a») rappresenta tutti 

i fattori, che rendono integrabile il secondo membro. Al primo 

conviene il fattore — , e l'integrale essendo — , tutti i fattori 
x a JC 

allattati a questo primo membro son compresi nella formula 
Facciamo F.(*»-+-j a -a*)=(a s -wr a - 

f i —)— — - — ,e sarà — - — * il fattore, che rende integrabile 
J V x / l r» ’ x»-+-7» 0 

x a 

l’uno e l’altro membro, cioè l’equazione proposta. 
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Si voglia il moltiplicatore adattato a rendere integrabile 



l'equazione aydx-*-bxdyzzx m y l (a'ydx-*-b'xdy). Il primo mem- 
bro ai rende integrabile moltiplicandolo per — — , e I’ integrale 

x y 

essendo alog.x-«-&Iog.y=log.(x a y ), tutti i moltiplicatori saran- 
no compresi nella formula secondo membro 



«1-+-1 n- t-i 
x y 



, e l’integrale essendo 



un moltiplicatore è 

j ii 

]ng.(x y ) , saranno tntti gli altri moltiplicatori rappresentati 
dalla formula ,{x a y^ ) . Per rendere i due molti- 



-i n- 
X 



a b. 



plicatori identici facciamo F.(x y ) —r r y 



rb 



. , a v , 

<P-(* y )— 

r’a — m — 1 



. , ra — i rb— r 

, e come dev essere x .y 



r b —a— I * ; t t i », 

y , avremo raxzr a — m, rbzzr b — n , e 

*l uindi 0ude U raoIti P licatore > che 



a'n-h'm 

ab'-a'b 



a—i 



a'n-l'm 

ab'-a'b 



b — i 

rende integrabile la proposta , sarà x at> ~ a 0 X}' 

Sia data una equazione omogenea Pdx-*~Qdyz ro , ove sia 
m il numero delle dimensioni di x e di y in P ed in Q; e si vo- 

t lia il moltiplicatore, che renda integrabile questa equazione. 

ia M una funzione omogenea di n dimensioni, per la quale 
moltiplicata la proposta sia integrabile: sarà dunque 
M Pdx-y-MQdyxìdz , e ( 1 1 4) MPx-*-MQy—(m-*-n-t-i)z , suppo- 
sto che ffi+n+i non sia =o, la qual supposizione può sempre 



farsi. Quindi avremo 



dz 



Pdx-k-Qdy 



)z Px • 



cjoo 



sarà Pdx +Q <l J 
r “ Px -t- Qy 



il moltiplicatore ricer 



una differenziale esatta, e perciò p^_Q^. 

cato. Questo metodo non potrebbe usnrsi, se fosse Px-t-Qyzx o 

Px 

una equazione identica; ma come allora sarebbe Q=3— ■ — , l’e- 

X ^ 

q unzione proposta diventerebbe P(dx — • dy)—o , la quale riesce 
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integrabile moltiplicata pel fattore , ed il suo integrale 6 
y—ax , 

Più generalmente di tutte 1* equazioni ■, le quali possono ri- 
dursi alla separazione delle variabili , si può assegnare il molti- 
plicatore. L equazione Pdx-t-Qdy ~ o sostituite in luogo di * e 
di y funzioni di t e di u diventi della forma Rdt-*Sdu ~ o , e 
questa sia separata se si divide per V. Siccome adunque la for- 
mula $ p er se integrabile, lo sarà ancora la formula 

, cbe a quella equivale, se si porranno in Via luogo 

di t e di u i loro valori in x ed y . Quindi sarà dopo questa 

sostituzione il moltiplicatore dell’equazione proposta. 

Abbiamo esposti i principali artitìzj , cbe sogliono usarsi 
per la ricerca del moltiplicatore; in generale non abbiamo alcun 
metodo per trovare a priori questo moltiplicatore. Perciò i Geo- 
metri hanno cercato di risolvere il problema inverso , cioè dato 
il moltiplicatore hanno procurato di determinare quell’ equazio- 
ni, che per esso sono integrabili. Noi daremo un’esempio di 
questo metodo, per una più ampia applicazione del quale ri- 
mandiamo i nostri Lettori al Calcolo Integrale del Srg. Euler. 
Sia pertanto proposta l’equazione ydy-*-Aydx-*-Bdyzzo , e cer- 
chiamo, quali funzioni di x esser debbano A, e D , perchè, mol- 



tiplicata pel fattore 

.r, sia integrabile, 
zione (a) avremo 

— 2 Ay* — ACy t -*-(y-+-B)([ 



« — e , ove C e D sono (hnzioni di 

y * -t-Cy ® -*-Dy 

Sostituendo questo valore di M nella equa- 



dC dD\ dB. n 

y'Tx+y-àzì-Txb'^y 2 



-Dy)z=c 



Per soddisfare a questa equazione facciamo eguali a sero i coeffi- 
cienti di y , y® , y* , ed avremo le tre equazioni 
(i) BdD—DdB—o , 

(a) ACdx — di) — RdC-t-CdBzzo , 

(3) a Adx — dC-*-dB — o . 

La prima ci dà e quindi integrando abbiamo LhzaB, 

sostituendo il qual valore di j 0 nella seconda, e da essa raolti- 
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plicata per a sottraendo la terza moltiplicata per C otterremo 
—nadB—a,BdC-*-CdC-*-CdB=o, cioè e <,i * 

videndo per (aa— C ) 3 , ed integrando ° 

sia BzzC-a-t-ò(2a-C)* , e quindi 2.Adxzz-dB-t-dCzza,bdC(a.a-C)r 
DzzCa — a a -t-ai(aa — C) 3 , e per C si può prendere qualunque 
funzione di x. Pertanto mediante il moltiplicatore 

si renderà integrabile l’ equa- 

y * -t-Cy »-t ~a(C — a-*-A(ao — C) 3 )y 
zione 

ydy-+-by(%a — C)dC-*-(C — a-t-A(aa — C) 2 )dy=o . 
i3q. 

Lasciando adesso il metodo dei moltiplicatori ritorniamo a 
quello della separazione delle variabili. L’ equazioni , nelle qua- 
li le variabili son separate, hanno la forma Xdx-t-Ydyxzo , es- 
sendo X funzione di x , ed Y funzione di y; e l’integrale di esse 
è fXdx-t-fYdy^c . Ora se X ed Y sono funzioni tali, che fXdx, 
e fYdy non si possano assegnare ambedue, sembra , che non sia 
assegnabile in termini finiti nè pure l’integrale dell’equazione 
Xdx-^-Ydyzi o. Tale sarebbe l’equazione 

dx d y , , 

— : — — ■- ___ _ , perche 

\/ (a-*-bx-\-cx 1 -*-ex > -y-fx i ) [/' (a-*-by-+-cy 2 -*-ey * -*-/y 4 ) 

non può esprimersi in quantità finite l’integrale di ciasebedun 
membro. Pure ha osservato il primo il Sig. Euler, che questa 
equazione ammette un’integrale algebraico . Il metodo diretto 
però per giungere a questo integrale algebraico è dovuto al Sig^ 
de la Grange, e questo esporremo, oom’è stato reso più sempli- 
ce dal Sig. Euler. 

dx 

Incominciando dall’equazione 



J y 



\/'(a-+-bx-t-cx *). 

— , , e ponendo l’uno e l’altro membro —dt avre- 

|/ (a-t-Ay-t-cy 3 ) 

dx 9 (fv# 

ni 0 -^~o-t~bx-^-cx 3 , zza-i-by-t-cy* . Differenziamo queste 
due equazioni supponendo Scostante, ed avremo zzi-t-a. ex , 
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■nd*y 



dt 3 



b-t- 2 .cy. Prendendone la somma, e ponendo x-j-yzzp ot- 



terremo l’equazione ^-p—ib-^-icp , la quale moltiplicata per 



f/nì 

(lp ed integrata, ci dà -~—C-^-'xbp-k-cp J 



cioè 



d P. 



-f-z^/iC+zbp+cp 3 ): ma -£= 



dp dr-¥-dy 



—\/{a-+-hx-*-cx 3 ) 



Se 

si 



dt —v v — d — dt 

-t-j/(o-f-Ay-*-cy a ) ; e quindi l'integrale della proposta sarà 
l/(a-t-bx-*-cx 3 )-t-ì/(a-+-by-i-cy 3 )=^/JC-«-a£( x-t-y )-f-c(x-*-y) 1 ] 

l'equazione fosse stata— — h — ^2. — o 

1 / (a-s-cx-r-cx*) | / (a-*-by-*-cy*) 

avrebbe lo stesso integrale , se non che dovrebbe prendersi 
| /(a-+-by-*-cy*) col segno negativo. E facile il vedere, che que- 
sto metodo non si può applicare al caso, in cui i segni radicali 
comprendessero potenze di x e di y al di là del secondo grado. 
Sia data adesso l’equazione 
• dx _ dy 

|/ (a-*-bx-+-cx a -f-e.r * -+-fx 4 ) |/ (a-*-è y+c y 3 -t-cy 5 -+/y 4 ) 

Facciamo al solito l'uno e l’altro membro zzdt , ed avremo 
^ dv* 

-^-=M-*-bx-*-cx 3 -t-e.r 1 -+-/x * , -^zza-*-by-*-cy 3 -*-ey l -*-fy > . Posto 

x-t -y=r/>, ed x — yzzq , cioè x=^^, yzz.^—~, sarà 

= ^'r=*(-r— y)-»-c(x a — y 3 )-*-e(x t —y , )-*-/{x>— y*)=bq 

-*-cpt]-*-^eq(ìp 3 -+-q 3 )-*—^fpq(p 3 -4-<i 3 ). Differenziamo adesso nel- 
la ipotesi di dt costante le due precedenti equazioni , ed avremo 

H£iIr=A-*-acx-r-3ex a -+-4/*’ > ^^^j-'^2b-*-!i.cy-*-‘òey * ~*~Afy * * e som * 

mandole ^-^=aà-t-2c(x-s-y)-*-3e(x"-*-y a )-*-4/I* ’-*O r ‘) » c '°^ 
^^=JH-c/»-t--^e(p®-«-f *)-♦— e quindi 

— -eq 3 -+fpq 3 . Questa equazione moltiplicata per 



<// 
a dp 

i 7 



ed integrata ci darà -2&^—C-*-ep-+fp 



onde essendo 

dt 



/ 



\ 

I 
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,__dxH-4r_^ a -*-ex J -+-/x 4 )-4-|/i (a-4-Av-f^j'^J ’-n/j 4 ) » 

avremo per l’integrale (Iella proposta _ 

l /(a+bxi-c'x 1 -♦-«* ’-h/x* )-h/(«-+-Aj -*-0 » -+-ey '-+-/>'*) 
=(*— >-H/[C-+-e(x^-j)-4-y\x-*-j) a ]. i 

Questo elegantissimo metodo non è di alcun uso per I equazio- 
ni, nelle quali la variabile sotto il segno radicale oltrepassa la 
quarta potestà, se pure con qualche sostituzione non potessero 
ridursi alla forma delle precedenti equazioni; nè altro simile 
metodo si conosce, che possa ad equazioni più generali di una 
simile forma applicarsi. 

i4o. 

, 1 1 •• r 

Abbiamo finora parlato dell’ equazioni di due sole variabi- 
li: se il numero di queste sarà maggiore, bisognerà in pruno 
luogo osservare, se. le condizioni d’integrabilità esposte di sopra 
hanno luogo; ed allorché esse sussistono, l’integrale « troverà 
nel modo seguente. Sia data l’equazione di tre variabili 
Pdx-t-Qdy-t-Rd«=zo , c supposta z costante, essa diventerà 
Pdx-t-Qdy=o. Integriamo questa equazione completamente, e 
siccome abbiamo supposta z costante, la «ostante arbitraria 
compresa nell’integrale sarà una funzione di z. Differenziando 
adunque l’integrale trovato per rapporto a tutte le variabili..* , 
y , z \ e paragonandone il resultato con la proposta potremo de- 
terminare la funzione arbitraria di z. 

Sia data per esempio l’equazione 

( 2 x-+-z)dxH~( %y-t-z)dy -+-(x-Ky )dz— o . 

Facciamo z costante, ed avremo l’equazione 
{ix-t-z)dx-t-(zy^-z)dy=o , ed integrando x*+xz+y*+yz=C . 
Considerando adesso C come funzione di e, e differenziaudo 
avremo (iuM~z)dx-+-(iy-*- x )dy-*-(x-t-y)d-L — dC , e quindi dC — o, 
cioè C costante, e perciò l’integrale della proposta sarà 
x(*-+-z)-4-y(y-*-z)=Coat: • 

Si abbia in secondo luogo l’ equazione 

( y * -*-yz)dx-*-(xz-*-z » )dy-*-(y*—xy)dz=z o . 

, dx dr dy 

Facciamo * costante , ed avremo xz _ t _ za yz 

[jr+z)z * ^ integrando ^ìog.{xz+z*)+— log. y~z=C , o sia 
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•y ^ 

perchè z è costante, log^-rz-^z^-nlog.-^zzC, e passando dai 



C , o più semplicemente 



, . . . xyz-Y-yz 2 

logaritmi ai numeri : — 1 

° y-+*z 

- ^ r * s=C. Differenziando troveremo dCzzo , e perciò C co- 
y-t-z 

stante. Alcune volte non è così facile il determinare il valore di 
C : riprendiamo la medesima equazione, e siccome è indifferente 
di suppor Gustante quella variabile, che più ci piace, facciamo 
costante y, ed avremo l’equazione (y-+-z)dx-*-{y-—x)dzxx:o , che 

integrata ci darà — essendo C funzione di y. Adesso dif- 
ferenziando, e paragonandone il resultato con la proposta avre- 
mo per determinar C l’ equazione ^^~~-—j^dyzz—dC . Siccome 

il primo membro di questa equazione nou è una funzione di y 
sola , bisogna procurare di ridiuvelo mediante lf integrale trova- 
to. Eliminata, infatti dalle due precedenti equazioni la c, verrà. 

a sparire anche la x, ed avrassi — ■ — dy— — dC, cioè 

dy~ dC dC dC . , a C— i 

y C(tS-i!) C—i C ’ ^ y C ’ 



■__r 
y 

rv-f-rz 

' — zza , come sopra 



C ~— — , e l’integrale della proposta sarà , o piut— 



y- 



tosto 



y-*-z 



Un metodo simile si userà , quando il numero delle varia- 
bili sarà maggiore. Sia data per esempio l’equazione 

(yz-r-z 2 )dx-*-(zt~-xz)dy-+-(3iy — yt)dz-*~{y 2 -*-yz)dtZZO ■ 

Facendo * e t costanti avremo l’ equazione 

y i ^ 

(y-*-z)dx-*-(t — x)dyzzo, la quale integrata ci dà —C, esser»- 

do C funzione di z e di t. Differenziamo adesso questa equazio- 
ne facendo variare anche ie(,t paragonandone il resultato con 
la proposta troveremo 

k t -y+:!r* z ) dz -^+ z )' dt =zd c , ci«è£t 

(f t — X (/ — x)a 

» sostituendo C in luogo di otterremo zt * C , ed. 
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integrando tzz. , cioè Czz-^— , Sarà dunque l’integTale del*» 
proposta - — — - — - , o sia xz-*~ytzza(y-+-z) . 

i4i. 

Fin qui abbiamo supposto, che abbia una sola di- 
mensione; ma se nella equazione proposta p è elevata a potestà 
maggiori dell’unità, in tal caso converrà risolvere l’equazione 
data in p per ottenere una equazione della forma, che abbiamo 
fin qui considerata. Si abbia infatti l’equazione 

p n -*-Ap n ~ l -*-Bp n ~ 2 ‘. . . . -t-iY=o , ove A , B, C, ec. sono fun- 
zioni di a; e di y; siano a, b , c, ee, le radici di questa equazio- 
ne, ed avremo p — azzo, p — 6=0, p—czz c, ec. Se supponghia- 
nio, che gl’integrati di quest’ equazioni siano respettivatnent'e 
P—zszzo , Q-~ ft=zo , R—yzzo , ec. ove a , § , y , ec. son costanti 
arbitrarie, tutte quest’ equazioni, ed anche il loro prodotto sod-» 
disfiirà alla proposta. Questo metodo suppone la risoluzione ge- 
nerale dell’ equazioni , la quale finora non si conosce ; onde con- 
verrà per lo più ricorrer* ad altri actifizj, i principali de’ quali 
andremo accentrando . 

Abbiamo già considerati nel Capitolo precedente i casi , nei 
quali una delle due variabili ar ed y è eguale ad una funzione di 
p Supponghiamo adesso, che l’equazione data sìa omogenea 
per rapporto ad r s ad y , cioè che le variabili x ed y formino iti 
ciascun termine la medesima dimensione; è chiaro, che posto 
y—ux si toglierà mediante la divisione la quantità x, e rimarrà 
una equazione tra p ed u, dalla quale potrà determinarsi il va- 
lore di p per u, o di u per p. Adesso, essendo 

dy—pdxzzndx-t-xdu , avremo > e siccome p è data per 

u , la quantità sarà una differenziale di una sola variabile, 
ed integrando avremo log.Tzz Jj ~ - ; onde, poiché «= — (Otter- 
remo l’equazione cercata tra x ed r. Dall'equazione — ■ 

1 J 1 x p—u 
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si può facilmente dedurre quest 'altra , log. r=:- log. 

la quale sarà più. comoda, quando si potrà determinare più fa- 
cilmente u per p, che p per u . Sia data per esempio l’equazione 

tly • 

ydx — xdy~ax\/ (dx a H-dy * ) ; questa posto -jj~p, ed y—ux di- 
venterà u— p—a\/( i-*-p a ) , e quindi avremo 
lt»g.x=— log.op(i -*-/>»)-/ dp , cioè 

log.x=log.C— log,ap(i-*-/> 2 )— ~ e P ftrc >^ 

C 



ed 



V=“ 



“ )|>+i/( > -4» 4 )] 



ai/(i-4»»).[/»-H/(i-4P 4 )] a 

Se nella equazione data la variabile y avrà una sola dimen- 
sione, sarà j una funzione data di z e di />, e differenziundo 
avremo dyz:pdx~Pdx+Qdp , cioè (P-p)dx-*-Qdp— o, l’integra- 
zione della qual’ equazione appartiene ai metodi precedenti. 
Data per esempio l’equazione ayrf.r* — xdx a dy=xi(dx l -*-dy l ) 
avremo ay=x^-4.a(i-4?’), e 3.dy—%pdxzzpdx-*-xdp-*-ìap*dp , 

cioè - ^' r t rf,p < =3adp , ed integrando ap-+-C . Adesso elimi- 
nando p dalle due equazioni ,oà xxxàap % -*-cp , 

otterremo l! equazione cercata tra x ed- y. 

Una sostituzione adattata può far giungere facilmente alla 
integrazione. Sia infatti proposta una equazione della forma 

— — =funz.t/(ar a H-r a ) . e facendo xzzuz , yzsu\/l j— z a ) 
avremo dyzzdu [/(\ — *•)* ZU ^ Z -- , dxr=udz-t~zdu , e l’equa- 



zione diventerà — 
dz 

Po-**) 



l/(l--z 4 ) 
u*dz 



[/{u 

</afunz. 



t/p (u 1 — funz.i?) 



~ crfunz.u, e quindi 

-h(i — z a )du a ) 

. ove le variabili son separate. 
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xdy — ydx 



l /(x a -*-y») 
udz 



(/(x“-+-y 3 )^/(dx a -f-dy a ) 

, con le medesime sostituzioni diventerebbe 



-=funz.z, cioè du > 

l/(«Vz 3 -r-(i — z 3 )du») l/(i— z*).funz.s u 

ove di nuovo le variabili son separate . 

Se l’equazioni date conterranno pii» di due variabili, prima 
di cercarne l’integrazione bisognerà vedere, se esse possono ri- 
solversi in altre, nelle quali i differenziali siano lineari. Abbia- 
mo di sopra (i34) insegnato a trovar le condizioni, che devono 
aver luogo , perchè questo succeda. 



CAPITOLO V. 

Della integrazione deir equazioni differenziali 
del second' ordine. 

142. 



Posto dyxzpdx , dp—^^zzqdx , qualunque equazione del se- 
cond’ ordine, nella quale dx è costante, ci darà una equazione 
finita tra x, y,p. e q. Abbiamo già veduto (i35), che l’inte- 
grazione succede facilmente, quando q è funzione di x, o di y , 
o di p solamente. Adesso passando ad altri casi un poco meno 
semplici supponghiamo, che l’ equazione differenziale del se- 
cond’ ordine sia tale, che vi manchi la variabile y . Ponendo p 

in luogo di jjj, e dp invece di avremo una equazione del 

prim’ordine tra p ed x . Trovato, quando si potrà, l’integrale di 
questa, avremo p espresso per x, e quindi anche y^/pdx espres- 
so per x, che sarà l’integrale cercato. 

Sia data per esempio l’equazione dx*-t-dxdy~X d*y, ove 
X è funzione di x; avremo l’equazione del prim’ordine 
Tom. II. 20 
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i-*-p=X ^ , la quale integrata ci dà i-+ -p=.Cr X , ed 
rdx 

y=fpdx=.Cf j X 'd x — x-*~C , 

Se invece di mancar la y manca l’altra variabile x, poiché 

9 = e , sarà e sostituendo questo valore di q 

avremo una equazione del prim’ ordine tra y e p, la quale inte- 
grata ci darà il valore di p, e quindi ricaveremo x—f'— , che 

sarà l’integrale della proposta. 

Sia data per esempio l’equazione d*y-t-Adxdy+-Bydx a =:o, 
ove A e B sono quantità costanti. Facendo dyzzpdx , dfzzqdx 
avremo q-+-Ap-*-By=z o , cioè pdp-t-Apdy-t-Bydyzxo , e siccome 
questa equazione è omogenea, ponendo pzxMy otterremo 
dy udii n . 

~y u* '+Au+- H = ° ' ®* an0 «-♦-<*» «-*-à i due fattori della quan- 
tità U'+Au+B; avremo — -f-- — ldu ~o , ed 

y (a — (a — b)[u-t-b) 

integrando log.y-«- — — log.(«-+-a) — -^-^-log.(u-t-à)=log.C , cioè 



y=C(u-hb) 



l 

a — b 



b 



a — b 



e quindi 
a 



P— U y — Cu(u-i-b) a ^ .(u-i-a) a * . Sarà dunque 

„ — r d - Y — f du i , u-4-a 

J p = 5 C10# 

: di qui si deduce 



(u+a) a—b 



a — b e —ax 



(c/MLi )- 



a — b 



Digitized by Google 






D’ ALGEBRA P. III. i5S 

b 

a — b 

— — 7 — , e sostituendo questi valori 



(a-b) 



(cv *(*-*>- 1) 



a—b 



in quello di y, e mutando lo costanti troveremo 
yzìLCe 4 ^/ e • 

Se a e A, cioè seie due radici dell’equazione u^-t-Au-^-Bxzo 
sono immaginarie, sarà a della forma i, e b della for- 

ma m — n\/—\ ; quindi l’integrale sarà 

^ c -,nx-nx [ /- l ^ Ce -mx-+.nx l /- l , ^ d[ ^ fornJa 

immaginaria. Per ridurla reale si osservi, che 

e~ nx \/ 1 rzcos.7M?±j/ — isen.nx ; quindi sarà 

•)— e mx (Cco».nx — C ]/ — i sen .nx-+-C’cos.nx-f-C , [/' — isen.rtx) , 
cioè, posto C-k-C’—D , (C' — CH/ — i~D' , 

•yxze~ mx (Dcos.nx-*-D’*en.nx) , o piuttosto facendo UzzEsen.E', 

D'—Ecos.E', yzxEe~ mx ten.(nx-*-E') . 

Se a e b sono eguali , avremo j=(C-4-C r )e ax , il quale in- 
tegrale non è completo, perchè contiene una sola costante 
C-t-C' . Per aver l’integrale completo converrà rifar da capo tut- 
ta l’operazione nella ipotesi, che i due fattori di u^-t-Au-y-B sia* 
no eguali , lo che, com’è noto, fà molta variazione nell’integra- 
le delle formule U ^^~ É , 0 P ure “ P 0trà Po- 

dere il seguente elegantissimo metodo , l’invenzione del quale si 
deve al Sig. d’ Alembert. Nell’integrale yzx.Ce ax -t-C'e~^ X 
supponghiamo bzza-^o , ed avremo y~e (C-4-C'c ), e «voi* 

gendo in serie la quantità esponenziale e 



yzze~ ax (C-*-C'-C°x+C— r 

Facciamo C-^C’—D, — C’i 
diventerà 



x» 






a a.3 

D ' , ed il valore precedente di y 



yzze~ aV (l)^D , x—D , °-^--^D 



( , o»x> 



a. 6 



-ec. 
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Questo integrale, che ha poco pregio, allorché le quantità a e b 
sono disuguali, essendo allora composto d’infiniti termini, 
prende una forma molto semplice, quando le medesime quan- 
tità sono eguali. Poiché essendo in tal caso uzzo , esso si riduce 

ad y~e ax (D-t-D‘x) , e questo integrale è completo, perchè 
contiene le due costanti arbitrarie D e D' . 

Se avessimo supposta u piccolissima , ed avessimo trascura- 
te le potenze superiori di o, saremmo giunti al medesimo inte- 
grale. In seguito avendo occasione di valerci dell’istesso metodo 
useremo per più. brevità questa seconda maniera. Ma quantun- 
que trascureremo le potenze superiori di o , si avverta fin d’ades- 
so che il metodo è rigoroso, perchè ad ogni caso potrà applicarsi 
un ragionamento simile al precedente, nel quale nulla si tra- 
scura . 

Noi sogliamo chiamare omogenee l’equazioni differenziali 
del second’ ordine, quando attribuendo alle quantjtà x , y, dx , 
dy , d 3 y una dimensione per ciascuna troviamo, che tutti i ter- 
mini hanno il medesimo numero di dimensioni. Tale sarebbe 
l’equazione dx a dx a -t-zxyd xdy -+-4 y'd 1 yzro , ove in ciascun ter- 
mine sono quattro dimensioni. Se pertanto facciamo dyzzpdx , 
e dpzzqdx, nell’ equazioni omogenee p conterrà nessuna dimen- 
sione, e q una dimensione negativa. Quindi posto yxzux , e 

q~— tutti i termini della proposta conterranno dopo questa so- 



. , . dx du 
quindi — zz. 

X p—u 



stituzione una medesima potenza di x, tolta la quale avremo 
una equazione finita tra u, z, e p , da cui una di queste varia- 
bili si potrà esprimere per le altre. Ma d-)-=pdxzzudx-*-xdu , e 

similmente dpzzqdxzz^- , e perciò : 

sarà dunque — equazione del prim’ ordine tra le varia- 
bili p ed u, perchè s è data per esse . 

Si abbia per esempio l’equazione omogenea , 
dydx* — ìxdxdy-4‘ky ì d 1 y=zo \ essa ci dà 3jy — ìxp-¥-\y 3 q—c , e 

posto yzzux, qzz-^ , 3 u — dp-+-tyx 3 zzzo , dalla quale si ricava 
g— ^ Sostituendo questo valore di z nella equazione 
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zdu—(p—u)dp avremo '^—dp , ed integrando />=C— — . Sarà 

, dx du — 4 udu . . , 

dunque — = ==- — ~r, — ; e se a-t- 2 u, b-h 2 u sono ì due 

1 x p — u à — 4C«-v-4“ 

fattori della quantità 3 — 4 Cu-t- 4 «», avremo integrando 
log.C' — log.x=^^log.(a-t- 2 M) — — — log.(A-4-2u) , e passando dai 

a b 

C , — b "" ^ b 

logaritmi ai numeri — cz(a-*~ 2 u) yJ^b-^-zu) , e sostituen- 



do in luogo di u, C'(bx-t- 2 y)b—(ax-t-zy) a ; il quale è un in- 
tegrale completo, perchè una delle costanti è C , e l’altra è 
compresa ne’ valori di a e di b . 

Inequazioni del second’ ordine si potranno anche ridurre al 
primo, quando saranno omogenee per rapporto ad y , dy, e d*y, 
qualunque dimensione abbia l’altra variabile x . Siccome in 
quest’ equazioni le quantità y,p, e q hanno in tutti i termini 
una egual dimensione, se ponghiamo pzzuy , £=zy , la proposta 
divisa per una data potenza di y ci darà il rapporto tra le varia- 
bili u , s , ed x . Ora essendo dyzzuydx , e 

dp=zjdxx3idy-*-ydu—zydx, avremo ^yzzudxzz^^-^— , cioè 

du-+-u*dxzzzdx . Sostituendo in questa equazione il valore di z 
in x ed u , ed integrandola avremo u per x, e quindi log.yzz/udx, 
che sarà l’integrale della proposta. 

Si abbia per esempio l’equazione yd*y—dy*~Xydxdy , 
ove X è una funzione qualunque di x. Avremo in questo caso 
zzzu*-t-Xu , e sostituendo questo valore nella equazione 
du-+-u*dxz=zdx otterremo diczXudx , ed integrando 

u=CcS Xdx , e quindi y=.cJ udx =Ce C ^ ^ dx . 

Sia data in secondo luogo l’equazione 
d*y-+-Pdxdy-+-Qydx 1 z:c , o sia q-t-Pp-i-Qyno , ove P e Q son 
funzioni di x. Facendo pzzuy , q—zy avremo zzi—Pu—Q, e so- 
stituendo questo valore nella equazione du-4-u a dxzzzdx trovere- 
mo du-*-(u*-4-Pu-*-Q)dx—o . Integrata questa equazione, e rica- 
vatone il valore di u , sarà y— Ce f iu ^ x 1* integrale della pro- 
posta . 
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Ma per l’eqnazioni di questa forma vi è il vantaggio, che 
non è necessario sapere l’integrale completo dell’equazione 
du-i-(u 2 -*-Pu-*-Q)dxzzzr > , ma basta avere due valori particolari di 
u o di y. Siano infatti y —M,y—N questi due valori partico- 
lari diversi , e sarà yzzC M -r-C'iV l’integrale completo della pro- 

} rosta , perchè comprenderà le due costanti arbitrarie C e C . In- 
atti sostituito questo valore di y nella proposta essa diventerà 
C{d 2 M-*-PdxdM -i-QMdx 2 )-t-C' (d 2 N-*-PdxdJV-*-QNdx 2 )zzo , 
cioè c — o , perchè M ed N vi soddisfanno . 

Anche un solo integrale particolare è sufficiente. Sia que- 
sto y—M. e per trovar l’integrale completo ponghiamo yzzMz.-, 
la proposta diventerà 

z (d 2 M-*~Pdxd Af-t-QMdx t )-*-jMd 2 z-*-zdMdz-*-PMdxdz—0 , 
cioè, siccome M vi soddisfa, sarà Md 2 z-*-%d Mdz-i-P Mdxdzzzo . 
Questa posto dzzxtdx si cangia nella seguente 

(PM+z^y+Mj^o , la quale ci dà (137) t=-^e~f Pdx , e 
quindi z=ftdx—C-^C'f~c~ l Pdx , ed 

y=CM+CMf ^~ fPdx - 

Supponghiamo adesso , ciré P e Q siano quantità costanti, 
e siccome non abbiamo bisogno che di un'integrale particolare 
dell’equazione du-^u 2 -*~Pu-i-Q)dxzzo , è chiaro che questo inte- 
grale otterremo facendo u a -+-Pu-*-Qzzo , perchè u sarà costante, 
e quindi anche duzzo. Ora se a e è son le radici dell’equazione 

u J -+-P«i-Q= o , avremo uzza, uzzb, e quindi y=ze ax , yzze >x sa- 
ranno due integrali particolari della proposta, e perciò l’integra- 
le completo sarà y=zCe ax -hC’e >x , come abbiamo trovato di 
sopra . 

A B 

Sia P— , Chz — , ove A e D son costanti: a vre- 

(p-4-y.r)» 

mo du-i-(u 2 -\ - — *- ; r ]i/r=o . Ponghiamo u ~ — - — , 

V p-+qx [p-*-qx] 2 ) 0 p-*-q* 

e l’equazione diventerà (p-*-qx)dt-*-(t 2 -i-(A — q)t-t-B)dxzzo , alla 
quale possiamo soddisfare facendo t 2 -*-(A — q)t-*-B—c . Siano a 
e b le radici di questa equazione; sarà izza, e tzzzb, e quindi 
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’ ed r=(l>-*-1 x ) 9 > D-C?"-?*) 7 , e que- 

sti due valori particolari ci daranno l’integrale completo 
a b_ 

y—C(p-*-qx)1-+-C'(p-¥-<]x)q . Se ìr=M. , ponghiamo secondo il 
metodo del Sig. d’ Alembert a-*-o in luogo di b, essendo o infi- 

a-t-a 

altamente piccola , e siccome C(p^-qx) ? è 
no a 

zzC’(p+qx)' i X{p+qx) 1=C'(p-*-qx) * avrò- 

a 

no mutando le costanti y—(p-*-qx)^ .[D-*-D'ìog,(p-*-qx)] . Se a 
e b sono immaginarie , sarà a della forma m-*-n \/ — 1 essendo b 
della forma m — n[/—i , e l’integrale sarà 

m n. n , 

— , —/—i [/— 1 j 

yxz(p-+-qx)1 ]C(p-*-gx) 1 •*-C'(p-*-qx) ? >, e sicco- 



me 






— iscn.^log.(/M-^)^- » otterremo mutando le costanti 
m 

y=[p+qx) 1 1 Ccos.^log.( J p-+- 7 T))-f-C'sen . (^Iog.(/>-i-?*)) j , 



>? ~ ~ * v V? 
pure facendo C—Dsen.D', C’~Dcoe.D' , 






m 



y=D(p-*-qx)1 .sen. log .(p-*-gx)-t-D’^ . 

Prendiamo a considerare l’equazione più generale 
d 2 y-i-Pdxdy-*-Qydx 2 —Xdx 2 , ove P, Q, ed X sono funzioni di 
x . Facciamo yzzuz,, e questa equazione diventerà 
u(d 2 z-*-Pdxdx-*-Qzd x 2 )-*-adudz-*-Pzdxdu+zd » u=.Xdx ». Se pon- 
ghiamo d 2 z-¥-Pdxdz-t-Qzdx 2 zzo , dalla qual’ equazione si ricave- 
rà il valore di z, rimarrà l’ equazione 
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idndz-x-Pzdxda-x-zd 2 u—Xdx *, che posto duzztdx si cangia in 
(Pz-t-a'fjtdx-x-zdt—Xdx, e ci dà (137) 

-fPdx 



- (c'-*-fe^ .Xzdx'j , e quindi 



u=C+ fi JI^ldx(c'+f e f Pdx .Xzdx) , ed 

y—Cz+zfl — dx(c'-*-fefPd x ,Xzdx^ . Avremo dunque il 

valore completo di y, se conosceremo un valore particolare di 
r, cioè un'integrale particolare della proposta nel caso di 
„Y=o . Tutto si riduce pertanto a trovare un’Integrale particola* 

re dell’ equazione ^f^-*-P~-t-Qyzzo , la quale può anche ridursi 
. d* y • 

alla forma più semplice ■— -t-iVyzro . Facciamo in quella equa- 
zione y—Mz , e diventerà 

„ j,d a z t dM „ n ,\dz /d*M n dM \ 

■ Paghiamo 

— yyfPdx 

, e sostituendo que- 



a AM 
dx 



-PMxzo , ed avremo M—e a 
d» 



, d a z P* dP\ 

sto valore otterremo ^ — adx/ 2 ” 0 ’ c, °® UDa ec I Ha -- 

^3 y 

zione della forma -—-^-t-Nyzz. o. Questa equazione adunque me- 
rita in particolare la nostra attenzione, giacché da essa dipende 
l’integraziftae dell’equazione più generale -j-^-t-P-j^-*-Qy=iX . 

i43. 



Uno dei mezzi adoprati per integrar l’equazione j-f-*-Ny~ o 



almeno per approssimazione è stato quello delle serie. Noi ne 
daremo un idea rimandando per una ulteriore spiegazione i no- 
stri Leggitori al Calcolo Integrale del Sig. Euler . Si debba per- 
tanto esprimere con una serie l’ integrale dell’equazione 
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^-2. -+ax n \zzo . Siccome nel primo termine la dimensione di 

dar» J 

x e di dx è =: — a, e nel secondò zzm, il valore di y avrà questa 
forma 

e sostituito questo valore nella proposta sarà , 

1(1 — i )Ax 

a. A 

-+- ali 

Poiché il primo termine non ne ha alcuno simile, bisogna che il 
suo coefficiente sia zero ; perciò Bvremo fc=o , o l— i ; nel primo 
caso la serie sarà 



yxzA+Bx^+Cx™^- 



+ Dr 3m+6 4,c 



ove A è indeterminata, Bxz- 
aB 

caso sarà 



aA 



C=z- 



Dxz- 






3(r7i-t-a)(3m-»-5) * 



ec. Nel secondo 



yzzA'x-*-B'x 
ove A’ è arbitraria, B'~- 
aC 



+Cx* nl + S +D'x Zm ^ 



-t-ec. 



aA' 



C=- 



aB' 



D'~- 



(/7»-t-aJ(m-*-3) ’ ' a(m-f-a)(am-t-6) * 

, ec. ; e quindi l’integrale completo egua- 



3(m-f-a)(.3m-r-7) 
le alla somma de’due integrali particolari trovati sarà 

l—A+Bx^^Cx^^+ec.+A'jc+B'x’^+Cx*” 1 ^ ec. 

Può succedere che queste serie divengano inutili, se cioè 
il denominatore di qualche termine sarà zero, nel qual caso 
questo e tutti i termini seguenti saranno infiniti. Ciò avviene 
in primo luogo se m—— a ; ma l’equazione essendo alloia 

diventa un caso particolare della equazione 

d*y A dy By . - 

contem P lata dl S0 P ra . ed ammet- 
te perciò un integrale completo in termini finiti. Gli altri casi 
Tom. II. ai 
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succedono , quando /n-t-a=± 4-, essendo i un numero intero; 

se m-*- a=— , si rende inutile la prima serie, e la seconda, se 

— 4- , ma setnpre si ha un integrale particolare nella se- 
rie che rimane . Dato poi l’integrale particolare avremo facil- 
mente l’integrale completo, poiché facendo yzxPz, ove P rap- 
presenta questo integrale particolare, otterremo l’equazione 

n d*z dP dz d*P m n . , dP dz 

P - — t-a-r-.T — t-z-T-— -Mix Pz—O, cioè P- 1-2 — . — =o , 

di* dx dx dx* dx* dx dx 

ed integrando P*^zzC , e z—C f^~ . Ma siccome P è una serie 

infinita, non si potrà da questa forma facilmente conoscere il 
valore di z. In questi casi pertanto daremo al valore di y la for- 
ma yzzp-r-y log.x , e la proposta diventerà dopo questa sostitu- 



zione 



dx » - xdx - a - {if* +1* ) lo e-*= c 



xzro . Adesso 

se supponghiamo che “)~q sia l’integrale particolare della pro- 
posta datoci dalla serie utile, avremo -t-aqx m zzo , e quindi 

d*p zdq q m ' in,, 

ancora — — -t-apx —O , per mezzo della qual equa- 

zione si potrà esprimere p per una serie, come vedremo nell’e- 
sempio seguente. 

Sia mzx. — i , cioè si debba integrare per serie l'equazione 

fly 

— =o. Posto yzz:p-*-q\Qg.x , ove 



d*y 

dx* 



q=A'(x-^x» 



a» 



a » 



x‘-*-ec. 



a a .3' a *. 3». 4 

si dovrà trovar p per mezzo dell’equazione 
d*p *Jq q ap _,. - 

d7*^7Tx-x*^ x~° ■ Pon « h,amo 

P^4-t-Bx-t-Cx*-*-Dx , -*-Ex*-*-ec. , e sostituendo avremo 
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aC-f- 6Dx-+- iaj Ex* -+- 20 Fx* -+-ec. 



aA a»A a>A a*A 

- — -%aA x — x* h - 

x a a.3* a. 3 a , 4 » 

A’ aA' a»A' a*A' a- A' 

•+• — — XH — X 3 -- 



x* — ec. 



x 

aA 

h +ao + 

x 



rX‘-4-eC. 






a».3~^ a*.3».4“’ a». 3*. 4». 6 

flCi+ oDx*h- aEx*- f-ec. 

>4C 



. .d' „ 3a.<4' ai? T1 Sa» A’ 

Quindi «ara A— , C= , £h= 

a a* a a*. 3» a.3 ’ 



7— 7 a ' A' 



E— 



aD 



„ g a* A' aE , . . 

"a 3 .3*. 4 » 3T4 » F ~~ IT 3 » . 4 ~ 5 » ~4~5 ’ cc -> e la q uant * tà 

B resta indeterminata. Prendendo adunque per A , C , D, ec. 
questi valori avremo 

yzzA-*-Bx-i~Cx a -*-E)x , -*-ec.-i-A'(x— x l — ec.^ log.x , 

il quale integrale è completo , perchè comprende le due costan- 
ti arbitrarie A' e B. 

La medesima equazione -*-ax m yz ro si può trasformare 

in un’altra, che è facilmente integrabile per serie. Facciasi 

y=ze fP dx , e si avrà la trasformata 
d»z dz dp m 

3x» dx~*~ !l dx~*~ z P t "*~ azx ’ 6 slccome P è in nostro arbi- 
trio, per render questa equazione più semplice, prendiamo p in 



modo, che sia p»-t-ax ~o , ed avremo p-xzx* .[/ — azzx n \/—a 
facendo mzzart. Posto ciò sarà 

m-+-a 



n-t - 1 



fx n dx\/ — a_ n-f-i ^ a 

y=zt J —ze — t p 



2X 



V- 



nt-t-a 



, e z si do- 



vrà determinare dalla equazione 

d»z n, y dz - — n — 1 „ 

^-+-ax \/—a.—-*-n\/—ax zz=o. Esprimiamo z per mezze 

di una serie discendente, e siccome ne’ termini di questa equa- 
zione la x ha — 2 , o n — 1 dimensioni , facciamo 

a . p.J — n — 1 y, l—2n — 2 I— 3 /t— 3 ' 

zxzAx -*-Bx -4-Cx -+-Dx -t-ec. , e sostituen- 

do questo valore di z troveremo i due termini 
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a^/— aAx~*‘ n ~ — aAx^~*~ n ~ l , i quali non ne hanno altri 
simili , e peroiò la loro somma dovendo essere =o , avremo 

/= — . Sarà dunque 



n 3u 5rt ^ 7 « ^ 

a -t-Bx a -t-Car a -+-Dx a -*-ec. , e so- 
stituendo questo valore avremo 

J s ~* ~ 2 _^. (3n-*-a)(3n-r-4 ) B ~ T ~ 3 _^ (5n-e-4)(.^^6) ( ^~ T 

,4. 4 4 

-(3n-r-a)B|/— a — (5n-t-4)CV / — a — ( 7 »w- 6 )Dj/ — a 

Brtj,/ — a -t- nQ/ — a -+- nU|/ — a 



-7JL-3 



e quindi B ~ z 



n(n-t-a)^4 

4 . 2 (n-^i)l/- 



j ^_.(o/i-t-4)(5n-H(i ) C ^ ec gj ccome l a gola lettera z 4 resta inde- 
4 . 6 (/w-r)l/ — a 

terminata, non avremo che un integrale particolare, dal quale 

E rò in breve dedurremo l’integrale completo della proposta. 

tanto si osservi, che la serie trovata si terminerà ogniqualvol- 
ta sarà ( 2 Ìdti)o-«-ai=:o , essendo i un numero intero qualunque, 

cioè quando sarà nzz — - , ed m ~ — . Se nella equazio* 

ne proposta -Hi.t^jro facciamo y=.t^ U ^ X , ne nascerà l’e- 

quazione del Conte Riccati dw+-u 1 dxzx, — ax' n dx , della quale 

perciò si potrà assegnar l’integrale, quando m — — ^ . 

Ponghiamo adesso 

n . 5 n 

M—x~ ~a~ ~ 2 
' 4 ».a. 4 (n-t-i)»a 



. ( 3 rw- 2 ) ( 3n-t-4) B 

44(n-*-i)l/—a 



n(«-*-a|(3«-+-a)(3n-t-4)(5n-r-4)(5n-+^)(7n-+-6)(7n-»-8) 

4*.a.4.6.8(n-*-i)‘a» 

3 n 



4 



u(n-r-a) x "a 1 w(n-r-a)f3/i-t-a)(3n-s-4)(5«-»-4)(5n-«-6) 

1 4.a(n-t-i)a " + ” 4 J - a -4 1 a a 

e l’ integrale particolare trovato avrà la forma 
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z~A{M-*-N\/ — a) ; ma siccome [/— a può avere tanto il segno-i- 
che il segno — , un altro valore di z sarà A'(M—N[/—a). Per- 
ciò l’integrale completo dell’equazione ‘j— -+-ax m yzzzo sarà 



n- f-r 



y= e 

o sia 



nf l 



l/- 



. A (M-t-N\/ — a)- 



y= M ( 

-N]/-a( 



n -+- 1 

x 

n-t-i 

n-*-t 

x 

, n-f-i 



n+i 



n-*-i 



.A'(M-N\/-a) y 



t/- 



i/- 



-t-A’e 



1/- 

nfi r 



Tifi 



— . A'e 



1 /—a 

nfi y \ 



Questo integrale avrà una forma reale, se a è negativa; ma se 
a è positiva, converrà ridurre gli esponenziali a seni e cose- 
ni, e si troverà 



Tifi , 

y=(CMfC'N\/a)coa. Z—^-^C'M-CN[/a)aen. 

ove C e C sono due costanti arbitrarie. 

Si debba per esempio integrar l’ equazione 
8 a 

d*y ~~ ]j 

fax .y=o ; avremo *. — — g 

di, se a è positiva, l’integrale della proposta sarà 
a i 

3 = ( Cx 3 - ^-H- (3x ,Va> 

a i 

— (c'x^f-Q?— )sen.(3x ^.J /a). Se poi a è negativa, Tinte- 
' Ms a / 



x n +V a 

Tifi 



a=-4, M=x 3 , A T =: — 



^;equjn. 



graie sarà 
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r- 



=z ó (Ae - 



I 

“3 



— 3x -a 3* ° x/ 

W'e ) 



V- 
dr 



[ Ae 



-3* *.|/- 



-^’e 



3* * .[/- 



Posto u,zz~^ , sarà u l’integrale dell’equazione 
_ 8 _ 

du-*-u a dx-*-ax ^ dx~o . 

i44. 



Uno dei gran mezzi d’integrazione consiste nella ricerca del 
moltiplicatore, che rende la proposta da se stessa integrabile. 
Ogni equazione del second’ ordine , nella quale dx è costante, .si 
d ® y 

riduce alla forma ovvero (q-bm)dx*zzo f estendo m 

funzione di x , y , e p , Sia M il moltiplicatore di questa equa- 
zione, ed avremo perciò, che abbiamo insegnato nel Calcolo 
Differenziale , 

svolgendo i termini 

[4*M\ (d*M\ / d*M\ /d»M\ (4* M\ / dm\(dM\ 

/ 2 P\drdy)~*~P \dy‘ / \dxdp) m ^\dydp) \dp)\dx ) 

/<lm\\/dM\ f /dm\ /dm\\/dJU\ 

*1 m ~rhf ) J(— HUM 5 ) fcpv 

Ma siccome m ed M non contengono q , dovrà andare a zero da 
per se sola la parte moltiplicata per q : avremo adunque le due 
equazioni 
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(dM\ (d*M\ (d 3 M\ ( d*M-\ 



jCy 



(°) 



w 



(dM\ /d 3 Ja\ /d»M\ 

\dy r\dxdp tijdp) m \ dpa) 

(*?W— W— 1 

\dx 3 J "\dxJy) " \dy J / \dxdp) * \dydpf 

-($)(f)*M^)](f) 
-[(£M$)](f) 

Il fattore M dovrà soddisfare alle due precedenti equazioni, ]p 
quali contengono differenze parziali. Trovato un valore di M se 
ne dedurranno infiniti altri : sia M' questo valore, e sarà 
M’d a y-*-M‘mdx a una differenziale esatta —du, e quindi u~C 
sarà uno dei due integrali primi completi della proposta . Anche 
(M'd a y-t-M'mdx 3 )f(u) sarà una differenziale esatta; perciò tutti 
i fattori contenuti nella forma M'ip(u) ci daranno l’integrale 
icC. Ma la proposta deve avere due integrali primi; dunque 
▼i sarà un’altro fattore M" , che condurrà all’altro integrale, il 

? [uale , se facciamo M",d i y-+-M"mdx a —dt, sarà t~C , e tutti i 
attori compresi nella forma M" F(t) condurranno a questo me- 
desimo integrale. Sotto qualunque aspetto comparisca l’integra- 
le della proposta, esso non potrà avere che la forma V—C, es- 
sendo ¥ funzione di u e di r. Differenziando avremo 

quindi 

** r ^ ^ orma P*^ 1 generale che possa avere il 

moltiplicatore M , e la più generale che soddisfaccia insieme al- 
le due precedenti equazioni a differenze parziali. Se esistesse 
qualche moltiplicatore, il quale non fosse compreso nella forma 
precedente, si avrebbe un’altro integrale primo della proposta 
indipendente dai già trovati u—C , l—C ; lo che è impossibile, 
perchè la proposta non può avere che due integrali primi. È fa- 
cile di estendere questa teoria all’ equazioni differenziali degli 
ordini superiori al secondo. 

Siccome non sappiamo trovare un valore di M , il quale 
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soddisfaccia allo due equazioni (a) e ( b ) prese nella loro genera- 
lità, aupponghiamo die la proposta abbia la forma 
d*y-+-Ady 2 -t-Bdxdy-+-Cdx*zzo, e cerchiamo quali funzioni di 
x e di y esser debbano i coefficienti A , B , e C , perché il molti- 
plicatore M sia funzione di x e di y senza p . Avremo 




Sostituiti questi valori l’equazioni (a) e (b) diventeranno 

Questa seconda equazione si riduce a 
a motivo dell’equazione (i), la quale ci dà 

Differenziamo l’equazione (a) per rapporto ad y, e l’equazione 
(4) per rapporto ad x , e paragonando tra di loro i valori di 
i d>M\ 

(t — y } avremo 
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e .ostruendovi i valori di (^) , (^f) , (~f) , ri- 

cavati dall’ equazioni (i), (a) , (3) , e (4) , e facendo 



. otterremo 

■ <ihQ 

Sarà dunque 

(j ^) d y*(m) dx=: ^= zAd y- hPdx > e peTCiò 

M—e ^ A d ^ ~*~Pdx) * Trovato il fattore M facilmente si avrà 
l’integrale ddla proposta: sia infatti questo integrale 
Mdy-i-Qdx— c, e differenziando, e paragonandone il resultato 

con la proposta moltiplicata per M avremo , 

— P)M e perciò d(~h=.C Mdx-t~(B — P)Mdy , ed inte- 
grando Q~c-*-f.\f[Cdx-*-(B — P)dy\ 

—c-*-fe^ Ad ^~ t ~ Pdx \[Cdx-t-(B — P)dy] , e l'integrale della pro- 
posta sarà 

dy.ef( Ad >^ Pdx) +dx (c+fef( Ad y‘*' Pdx \cdx-t-(B-P)dyì)= o. 

Acciò questa espressione sia reale , conviene che Ady-t-Pdx , ed 
e A Ad y-+-P d x)[Cdx+(B — P)dy\ siano differenziali esatte, cioè 
convien che sia (^)=(^), e 

P(B — P)-*-^^j—(^~jzzAC- '• e queste sono le condizioni, 

che devono aver luogo , perchè la proposta ammetta un fattore 
funzione di x e di y solamente. 

Data per esempio l’equazione 

a dy» y)dxdy , „ ... n a 

d a y-ì 1 —-t-2xdx 2 —o abbiamo P=r— ; 

J y xy x ’ 

Ady-y-Pdx =. — è una differenziale esatta, il di cui inte- 

y x . 

graie è log^r»y a , similmente 

Tom. II. 21 
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J(Ady+Pdx) [ Cdx ^ B—P)dy] —%x , y*dx-t-x*ydy è una diffe- 

. y9 

renziale esatta, ed il di lei integrale è — — . Quindi l’integrale 

della proposta sarà nx i y t dy-t-(c-*-x*y ì )dx^:o . 

Si abbia l’equazione 
d*y i — 

dx a x 






. . -- -*-y’=o, ove X è una funzione 

dx x J 

qualunque di x. Facilmente si vedrà, che le due precedenti 
equazioni di condizione hanno luogo; onde la proposta ammette 
un fattore funzione di x e di y solamente. Questo fattore si tro- 
verà essere x, e l'integrale della proposta sarà 
2 xd y-4-(c-¥-x ’ jy 3 — 8 .ry-r-a f X xd x ) dxz^o . 



Può succedere, che sia 2 ^—^ — ne ^ 4 ua ^ 



caso non 



può adoprarsi il metodo precedente. Per rimediare a questo in- 
conveniente facciamo P=--t-P ' , e la prima dell’equazioni di 

condizione ci darà ) =0 • e P erc ’^ ^ non 

deve contenere y . Sostituendo adesso il valore di P nella se- 
conda equazione di condizione avremo 

— slC — e< l H secondo membro di 

questa equazione dovrà esser funzione di x senza y . Trovato un 
valore di P' che vi soddisfaccia, sarà 



dy A M A‘* p! . H 

l’integrale della proposta . 

In questo caso sarà l’equazione data, se A~o , e B funzio- 
ne di x senza y: perchè essa sia integrabile col metodo preceden- 
te, bisogna che sia funzione di x, cioè convien che sia C 
della forma A'y-t-A', essendo X ed X' due funzioni di x. Il va- 
lore di P' dipenderà dall’ equazione ^ > 
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• x B dz , ,,, . d*% n dz v 

osia, posto Pzz dall equazione -+-/> - — i-ai=o; e 

perciò si saprà integrare la proposta, se si conoscerà un di lei in- 
tegrale particolare nel caso di X'—o, lo che combina con le cose 
precedenti,. Trovato infatti uo valore di z, sarà rinterrale della 

. f Bdx dy r fBdx l d *j y , v , . \ . . 

proposta ze (^dy-JCzjrdx-A zdx)~o,cìoe 

fBdx. Jz fBdx. Jz J%z 

siccome fe .[^dy-XzydxJ=fe ^^Jy^.y^—^.Bdz'j J 

fBdx dz 

—e 'j-y* q uesto integrale sarà 
—fBdx fBdx 

— \c-yfe .X'zdx l=o ; dal quale poi si 

potrà dedurre l’integrale finito (137). Ma ciò si otterrà più fa- 
cilmente, se si conoscerà un’altro valore di z: sia questo z', ed 

dr dz' —fBdx . fBdx 
avremo similmente - - — \c'-+fe .X’z r dsc\—o, 

e per mezzo di questa e della precedente equazione eliminando 

(Jy 

otterremo l’integrale finito della proposta 



dy dz e 
dx zdx ^ 



-fBdx 



~dz 


zdz* 


Jt 


z' dx 


e~ 


- fBdx 


dz r 


z'dz 


dx 


zdx 



fBdx 

fe .X'zdx) 

fBdx 

fe .X'z'dx 1 



Se ponghiamo B ed X costanti, sarà z=e^ X , z’=ze ax (i^i) t 
ore a e b sono le radici dell’equazione t *-¥-Bt-fX=:o ; quindi 
osservando, che Bzz — a — h , troveremo l’integrale essere in que- 
ste '+f<r bx .x’dx) a 

_ b—a ’fZb ' 

a—b, ponendo b=a- t-o, e togliendo le costanti c e c', perchè si 
possono considerare comprese nelle seguenti formule integrali 



sto caso 



e ax (c^-fe~ aX .X'dx) 
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avremo 



e ** fe -** X ' dx e ( a +°)*f e -( a +°)*.X'd x .. 

y = — : il 



secondo termine, trascurato e perchè infinitamente piccolo di 
venta 



CLX f* ■ dX \ri j 

_ e Je .X dx _ax 



tue r vi j CLX /- ~CLX , 

e aye A fli-K y« .A xtf.r ; 



perciò sarà in questo caso 

y^ie ax (c-*-fc ax .X'xdx)—e aX .x(c'-+-f e X'dx ) , 



Sia X = i 

p-t-qx (p+qx)» 



, ove a, b, p,q son costanti. 



ed avremo zzz(p-*-qx) ? , z'~(p- 4 -qx) V , essendo m ed ni le ra- 
dici dell’equazione t*-+-(a — q)t-+-b— o. Quindi poiché 
a — q~ — m — to', sarà in questo caso 

(p-yq 1 ) q f(p+q X ) .X'dx 

J m—m ^ 



[p-t-qx) 1 r , .4 

ipy f{p+qx) 



m — m 
avremo 
m 



.X'dx . Se frizzori , facendo m'zzm-+-* 



m 

-+-i 



m+a 



( p-*-qx) *1 .f(p-*-qx) ? .X'dx (p+qx) ? .f(p-*-qx) ? .X'dx 



cioè 

m 



m 

— fi 



m 

-fi 



— #) q ,X'dx\ og .(p-t-qx)—Ug.(p-4-q.r)f(p-*-qx) ? .AVxj . 

Poiché nello stato presente dell’Analisi non si può trovare 
direttamente il moltiplicatore, che renda integrabile una equa- 
zione data , conviene appigliarsi al metodo inverso, e cercare 
qual’esser debba l’equazione, che per mezzo di un dato molti- 
plicatore divenga integrabile. Sia dato adunque il moltiplicato- 
re P—-*-Qy, e cerchiamo qual’esser debba l’equazione 
dx 
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d* y-t-Adx dy+Bydx a =ro , ove A e B , siccome ancora P cQ so- 
no funzioni di x, perchè quel moltiplicatore la tenda integrabi- 
le. Posto m—Ap^-By, ed MzzPp+Qy l’ equazioni di condizio- 
ne (a) e (b) diventeranno 



(a) »Q+ d £- 2 AP= o 

. d Q 



<*) 



p(a 

-+-j( 



d»i> 

^ — B— -A^ -*-nBQ—P 






dB 

dx 



\dx* dx dx 

e siccome la prima differenziata ci dà 

,IQ d*P 2 A— —zP^—o , la seconda si ridurrà 

dx dx* dx ‘t* 

/Ai d *9 

( b ) dx 

dP 



r ÀA\_ 

- Q di)- 0 '’ 



dx » 



■^-AS^Q-P f-«^=o • 



Dall’equazione (a) abbiamo A=^-*-^j, e 1 ‘ equazione (i) po ' 

idP xQdx\„_d'Q ±AQ Pl1intefira . 
sta sotto la forma dB-i-l-p- lp~)** — Pdx — P 9 ea ® 

:Prr jr 

ta (137) ci darà B— - — -J e 



Qdx 

P 



P 
r Qàx 

Se nel termine ' P ponghiamo in luo- 

QdP » \ 
lxì 



(d>Q 


_ié 2 .\dx . 


\dx» 


dx ) 



go di il suo valore, esso diventerà 
rQJx 

— a J ~p~ f d*Q zQJQ dPJQ . Q*dP Qd*P 

\ dx 



f- 



P xPdx 

che è visibilmente —e 



(dQ 


QdP\ 


\dx~ 


xPdx) 



xPdx*- xP*dx/ 
i-e . Sarà dunque 



Qdr 



B 



t= 4 eJ P e ‘l ui,ldi l’equazione 



‘!?l+( ( L+JL\dv* vi- 

di "\/ J xPdx) P 



.*/ 



‘Qdx 

~P 

dy 



. — — Q~\ zzo diventa 
P xP*) 



Uj 

integrabile mediante il fattore P -j^-*-Qy 
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Per trovarne l’ integrale ponghiamo l’equazione proposta 
sotto la forma dp-y-Ady-t-Bydxzso , e moltiplicandola pel fattore 
Pp-t-Qy avremo l’equazione 

(Pp-*-Qy)dp-*-APpdy-*-(AQ-*-BP)ydy-*-BQy i dx=zo , il primo 
membro della quale è una differenziale esatta. Quindi l’integra- 

Pp a 

le di questa equazione sarà -t-Qyp+Szzo , essendo S una 

funzione di x e di y. Per determinarla differenziamo l'integrale 

dP 

trovato, e riflettendo che AP— ' Q=o , se paragoniamo que- 

sto differenziale con la proposta troveremo 
dS—^AQ-^BP—^^ydy-^BQy'dx. Ora si osservi che l’equa- 



zione (A) ci dà 



dx 



:a BQ, e facilmente v ed r assi 



essere S-—y a ^AQ-t‘BP — — c' , e l’integrale perciò della 



Pdy » 

proposta 



Qydy 









V) 



dx a 

Se per togliere le quantità esponenziali facciamo 

J p -r. 'Q-ÉL — PJL 



avremo 






xLdx 



e la proposta 



diventerà 



d»y 




d p \ 


dx 


\xLdx 


•xPdx) 



-V 



'cLdx 


d* T, 

L» —— _ 


dPdL 


dL » \ 


~ P~" 


a Ldx 


i\P Ldx 


"a L»dxP-°’ 



la quale moltiplicata per P~ -+■ ci dà l'integrale 
Pdy* PydLdy 



adx* xLdx* 



ì? t ( cL *£Sh)- C ' ‘ Basta q ue s t0 «empio 



4 L*dx 

per dare un’idea del metodo , per una piò estesa esposizione del 
quale si potrà ricorrere al Calcolo Integrale del Sig. Euler . 

Iu tutte queste ricerche abbiamo supposta dx costante, lo 
che però nulla toglie alla loro generalità; perchè se fosse data 
una equazione, in cui un altro elemento fosse costante, questa 
si potrà sempre in un’altra trasformare, nella quale sia costante 
dx: se poi nella data equazione niuno elemento fosse stato sup- 
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posto costante , o in essa non sarebbero soddisfatti i criterj d’in- 
tegrabilità , o fi si potrebbe supporre costante quell’ elemento , 
che più piace. 



CAPITOLO VI. 

Della integrazione dell’ equazioni lineari di tutti 
gli ordini. 

> 45 . 

Oltre quello , che abbiamo mostrato al Cap. III. poco più. 
avanti sono andati i Geometri nell’ integrazione dell’ equazioni 
differenziali degli ordini superiori . Vi è però una classe di equa- 
zioni, sulla quale si sono con molto impegno esercitati , perchè 
essa è di una utilità immensa nella Meccanica, e nell’Astrono- 
mia Fisica. Questa classe comprende l’ equazioni lineari, delle 
quali siamo adesso per parlare con tutta l’estensione. Una equa- 
zione si chiama lineare, quando in essa tutte le variabili , eccet- 
tuata quella di cui il differenziale primo è costante, e le loro 
differenziali non oltrepassano la prima dimensione. Se A , B , 
C JV , ed X sono funzioni di x, e dx è costante, l’equa- 

zione 

■rt ji — 1 ,n — a Jt — 3 

IZwi 1+BÌ -t-NyzzX 

, n , a — 1 . s— -2 , n — — 3 

dx dx dx dx 

rappresenta tutte 1* equazioni lineari tra due variabili x ed y . 
Nel caso di X—O, quest’equnzioni hanno due belle proprietà: 
primieramente se si conoscono tanti integrali particolari di es- 
se, quanto è l’ordine dell’equazione, se ne avrà subito l’inte- 
grale completo. Infatti , se questi integrali particolari sono P, 
3“P', ec. , è chiaro che olla proposta soddisfarà anche 

3— cP-t-c'P'-t-c"P''-i-ec.; e siccome questo valore contiene tante 
costanti arbitrarie c, c', c", ec., quanto è l’ordine dell’equazio- 
ne , ne sarà l’integrale completo. In secondo luogo l’equazione 

si può abbassare di un’ordine posto y=.e ^ u ^ x , sostituito il qual 
valore l’equazione prenderà la forma 
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n À n — i n n — a 
u -4 -Au -k-Ull 



•y T du jd 2 u 
. -kZV-m \-b « 

e/.r® 



-wn- 



z 1 -' 



«Zar 



« — J 



la quale però non è più lineare. Ma questa equazione c' inse- 
gna , che se A, B, C . . . . iVsono quantità costanti, soddisfarà 
alla proposta il valore di u eguale ad una costante, purché que- 
sta sia una radice della equazione 

u -+-Au -*-Bu .... -wv=o . 

Tutto ciò combina con quel , che abbiamo detto di sopra, par- 
lando dell’ equazioni lineari del primo e del second’ordine . 

Ma per dare la teoria dell’ equazioni lineari in tutta l’esten- 
sione, prendiamo ad integrare l’equazione 



ji ,n — i ,rt — a 

Ì1+AÌ Z+B d - l 



dx" dx n 1 dx" “ dx" 

Siccome il secondo membro X moltiplicato per una funzione di 
x e per dx diventa integrabile, vediamo se per mezzo di una 
funzione di x render si possa integrabile anche il primo mem- 
bro . Sia questa Pdx , e dovrà perciò essere 



n — a 



,n — 3 

-t-C- 1, 

n — 3 



+Ny=X 



/<ry 

V , n 



+A 



,n— i 

a y 

n — i 



yi— 2. 

-BÌ i 



n — a 



+Ny) 



dx una differenziale e- 



dx dx dx 

satta; onde per i soliti criterj d’integrabilità avremo 

tp-'.AP 



( a ) 



d n .P 



d n ~ 2 .BP 



±A r P=o, 



, n , n — J , n — 2 

dx dx dx 

e siccome A , B , ec. sono funzioni di x, anche ,P lo sarà come 
avevamo supposto . Trovato un valore di P , che soddisfaccia 
all’equazione (a), avremo facilmente l'integrale della proposta. 
Infatti questo integrale avrà la forma 
,n— i yi— a yi— 3 

(i) PÌ 1+A- 1+IfÌ 1 +M'yzzc-+-fPXdx 

, n — x , n — 2 , n— 3 

dx dx dx 

e per determinare i valori di A', B' , ec. differenzieremo questa 
equazione, e paragonandola con la proposta troveremo 
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B-BP-—-RP - - 

dx ax dx • 

C’=CP- d -¥-+ d ' AP thP 



dx 



dx » 



</x» 



M'ziMP. 



d.LP _ + _d n - S .BP_ d ,l - 2 .AP ^ d n - I P 



n — i 



dx dx n - 3 dx n ~ 2 dx 

Se conoscessimo n valori di P, i quali soddisfacessero all’e- 
quazione (a), avremmo n equazioni della forma dell’equazione (i), 

e quindi eliminando col loro mezzo — — ; - £ 2. 

di’ dx* 

a# 

avremmo il valore finito di y , cioè l’integrale finito com- 
pleto della proposta. L’ istesso si otterrebbe, se si conosces- 
sero solamente n — i Talori di P ; in questo caso avremmo 
n — x equazioni della forma (i) , ed eliminando con esse 
d»y d’jr 
dx* ’ dx‘ 



,71 — I 



n—i 



y 

— avremmo una equazione della forma 



dx 

dy 

^-*-Sy=X ’ , la quale sappiamo integrare (i 3 7 ) , e quindi avrem- 

mo il valore di y. Si potrà dunque ottenere l’integrale finito 
completo della proposto , se si conosceranno n— i integrali par- 
tieolari dell’ equazione (a). ° r 

Si osservi adesso , che l’equazione (a) sarebbe la medesima, 
se nella proposta fosse X~o, e perciò il valore di P è lo stesso 
quando X è zero, e quando non lo è. Se dunque chiamiamo Y 

. va , e 7> c ^ le soddisfi alla proposta quando AT=o, l’equa- 
zione (i) diventerà 1 

1 y J n ~* v 

p : — h A ,d — ± — H-iirr=c, 



n—t 



dx 

«ve le quantità A’ . . 
Tom. IL 



n —2 



dx 

M' contengono i differenziali 
aS 
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dP d*P_ tPP 
dx ’ dx 2 ’ dx‘ 



f-'P 



Se si conosceranno n—i valori di 



dx 



n — 1 



Y , avremo n — 1 equazioni di questa forma, per mezzo delle qua* 



TI - 1 * P d ' P 

li eliminando , jpj- 



potremo ottenere il valo- 



dx 



re di P . Questo valore di P comprenderà n costanti arbitra- 
rie, e facendo successivamente tutte queste costanti meno una, 
che sia sempre diversa, eguali a zero , e quella che rimane =1, 
avremo n valori particolari di P , e quindi l’integrale finito del- 
la proposta. Perciò la proposta si potrà sempre integrare, quan- 
do si conosceranno n — 1 integrali particolari della medesima nel 
caso di X—o . Questo celebre teorema è dovuto al Sig. de la 
Grange. 

ì^G. 



Ma quantunque questo teorema renda molto più semplice 
l’integrazione dell’equazioni lineari, pure non si conosce per 
anche alcun mezzo d’ integrarle generalmente . Facciamo perciò 
l'applicazione di questa teoria a qualche caso, che ammetta una 
soluzione completa. Siano A, B, C . ...iV quantità costanti, ed 
X funzione di x: l’equazione (a) sarà in questo caso 



Pdx n 

la quale se facciamo ~p~Yr~ a ' ( essen< ^° a una quantità costan- 
te) ci darà per determinare a l’equazione finita 






-A 



d n ~ I P 



-B 



d n 2 P -ir dP -±N-o, 







P dx 



n — 1 



Pdx 



n — a 



Pdx 



(b) a n -Aa n - ì ^Ba n -' 2 +Ma±N=o . 

, iP ,, 

Sia — a! una radice di questa equazione, e sara —p — —adx , e 

Pcze ax , ove tralascio la costante, perchè mi basta di avere 
un valore particolare di P . Trovato questo valore di P avremo 
l’integrale primo della proposta cosi espresso: 



Digitized by Góogle 



D' ALGEBRA P. 111. 179 

(a) +A’ d —l+B' .... .Xdx ) , 

, « — 1 , n — a , n — 3 

rfa: dx dx 

ove sarà 

A'—A-t-a' 

B'=B+Aa'-y-a'‘ 

C=C+Ba'-*-Aa'*+a'‘ 



AT—M-y-Lo! -+-Aa' n 2 -+-a'” 1 . 



Ma siccome l’equazione (A) ha n radici, le quali tutte si possono 
prendere per a , se le chiameremo — a ' , — a" , — a "' , ec. , avremo 
nella medesima maniera le seguenti equazioni 



,n— I 
d y 


*A’ d y H 


-B a y ... 




y=e a 


x {c+fe "~ a ' x .Xdx) 


1 

e 

■8 


dx n ~ 2 ‘ 


n—— 3 

J dx 




yt — 1 
a y 


,n— a 

y.A- d y~ 


jn — 3 

y-W 4 y .. 


. . -y-AT' 


y—e a 


X (c , -y-fe 0 x .Xdx) 


dx n ~ l 


, n — % 
dx 


, n— 3 
dx 




d n -'y 


si — 2 

y-A" 4 - — L. 


,n — 3 

yB"' d y.. 


. . -+-M' 


"y—e° 


1 x (c"+fe~ a x .Xdx) 


dx' 1 - 1 


dx n ~* 


j r>"“3 
dx 





Quest’ equazioni saranno n di numero, ed in esse A", B " , ec. 
saranno respetti vamente i valori di A',B',tc., quando a' si 
muterà iu a" , e così delle altre. 

Se col mezzo di quest’ equazioni elimineremo i differenziali 

dy d*Y d™ *v i . . , ,,. 

.... — , otterremo il valore di y, cioè 1 integra- 

la:” 1 

le finito completo della proposta. Ma senza eseguire questa eli- 
minazione, che potrebbe per lo pià essere molto imbarazzante, 
si osservi che da essa risulterebbe il valore di y della forma se- 
guente 



O- X 1 ““fi JC j 1 fl 30 / f /* 30 ■rr • \ 30 

e (c-+-/<? .Xdx) ,X dx)^c 



(c"+fc~ a x .Xdx) 



rn 



■oc. 
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essendo m, m' 9 m f \ ec. quantità costanti. Per determinarle so- 
stituiamo questo valore di y in una delle precedenti equazioni 
(c), per esempio nella prima, ed avremo 

I t jt ,71*^2 rjf ,71—3 t t f if, 

ax, — ax VJ va -4 -A a -t-Ba 

e (c-n/e .Xdx) _ 

m 



,71— “2 jf fTI— 3 r f » ,7Z— 3 y f72^“i<Ì 

-+-Aa ....-4-1/ dAfl -4-ec. d*X a 

«4-a. -+- 



fi x t f /* fl x » v 
-4-e (c -*-Je .Xdx). 



dx m dx * »i 

a" n ~ l - t -A’a" n ~ 2 -t-B , a" n ~ 3 i-LWM' 



-4~ec. 



w 



o''”“V^'o"” -3 ....h-L' dXa" n ~ Z ++ c. rf*,Yn 
-A ; — ■+ 



r.7» 4 



-►-ec. 



m 






/» 



*/x a 



-t-ec. 



/« 



-nec. 

==e a ' x (c-s/e“ a '*.;r«£r) • 

Siccome questa equazione dev’essere identica, avremo 

li/T' T ÀI fTl— 2 ,71—1 

M -+ -L a .... -f -A a -4 -a 

• 1 

rn 



cioè m=zM'-*-L’a' .... -t-A'a' n 2 -+-a' n 1 , e gli altri termini 

dovranno svanire , onde si potrebbe dedurre il valore di m! , 
di m' , ec. : ma potremo ciò fare più facilmente in seguito. 
Se nel valore trovato di m sostituiamo i valori di M 1 , L' , ec. 
avremo 

nt=zM-¥-a>La' .... -*-(n — ì)Aa' n ~ 2 -+-na' n ~ 1 , 
la qual quantità non è che il differenziale di 

a' n -*-Aa' n ~ preso per rapporto ad a', 

e diviso per da' . Il valore di m diventerà quello di m' , se in 
luogo di a' vi si porrà a" : per confermarsi di ciò basta sostitui- 
re il valore di y non più nella prima, ma nella seconda dell’e- 
quazioni integrali . Se dunque ponghiamo 

VCz" -3 +Mz+N=P , 

dP , , ,ÌP „ „ dP 

sara rn~-- posta z~a , m —~jz P osta z=a > m —~JZ P ost& 

zzxa'" , ec., ove a', a", a"', ec. sono le radici dell’equazione 
P— o. Ora essendo la quantità 
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P~(z — a')(z — a”)(z — a'") (z-a (n ) , sarà 

m=(a' -a'')(aW") (a'-a^) 

m'—(a ' — a')(a” — a'") ( a"-a^) 

m"=(a'"-a')(a'"-a") (a"'-J n) ) 

ec. 

P P 

o sia in altra forma m=- — — , posta z=a' , m'zz __j t posta z=a " , 

p 

7 posta z=a'", ec. Trovati cosi i valori di rat, m' , ra" , 

ec. sarà pienamente conosciuto l’integrale completo della pro- 
posta. 

Se a'zza" , sarà mz=m'— o, e quindi due termini dell’inte- 
grale diventeranno infiniti. Per rimediare a questo inconvenien- 
te ci serviremo del metodo del Sig. d’ Alembert , e ponendo a" 

* P, 

=a'-t-o avremo m~ — oQ, ove Ch=-, r— . facendovi zzsa! , ed 

x - (i— a )» 

m'xzoQ facendovi *=a"=a'-M> , cioè pel teorema di Taylor a 
motivo di c piccolissima .facendovi z=a' . Sarà 

j 1 

dQ __ i d Q . , . . . . . 

’ e * due pnmi termim 

del valore di y saranno in questo caso eguali ai tre segueuti 

e a ' x /e a ' x .Xdx e^’^ 1 fe~ [a '^° )x .Xdx 

•Q 



perciò -~r— * 



oQ 



d.± 



Q (a'-t-o)x> , — (a'-Ku)x v , . ox 

— — f e .Xdx, i quali a motivo di e — 

trascurati i termini infinitamente piccoli diventeranno 






_e ax /e~“^.Xdx e u *fe 



a x , 



. Xdx 



a x r —a j v , » a x r ■ 
. e .xfe . Xdx e fe 



°Q 

a'x, — a'x 



Xdx 
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d 7> a'x -a'x 

•+• -r- e fe .Xdx , ove i due primi termini si elidono, li 
az 

OL X pi p “fl X -mr m 

terzo e il quarto riduconsi ad /< , j ? : e quindi 

allorché a'zzd' , invece dei due primi termini del valore di y 
avremo i due seguenti 

1 , (s — a’) 9 _a'*> — a'x v , (z — o') 9 a'x r , <■ — a'x „ , 

-d.- — p— « Je . Xdx V — I y J —e JdxJe .Xdx, 

facendovi etra'. 

Se a'==a"=3*"', ponendo a”—a'-*-o , o'"=a'- 4-0', ed jRrr — ~ — 

(z— a')» 

avremo razzia li facendovi z—d, m'—v(e — o')R facendo srs’-H), 

cioè m'—o(u — e') ^ ^ ^ facendo etra', 

m"zzu\o'—u)R facendo zra‘+«', cioè 

m"=e'{o'—o ) facendo e=a'. Sarà perciò 

, r .1 
d.— d 9 - 



(X fl • — 

* _ > /I /* . /i\ 

—7= ri -TT •+■« -+-° ) . 

U 3 — oo \R zdz‘f 



ed 



dz 

t </.l rf 9 l 

P osta z=a '- 11 «econdo termi- 

s (flVtf)x/.— (a r -Ht>)x y , 

ne dell’integrale sarà In questo caso - 11 

m 

per svolgere il quale secondo le potenze di o ponghiamo 
e /e .A dxzzuy cioè fe ' ' . Xdxzzue , e diffe- 

renziando avremo du—audxzze .Xdx . Prendiamo adesso 
a= I+7 o-t-T « 9 -t-ec., e sostituendo questo valore nella equa- 
zione precedente troveremo 

dT-¥-adT -+-o°dT" -t-ec. tro 

— e X .Xdx—&Tdx—o a T , dx—ec. 

« quindi T~fe~ a X .Xdx, T—fdxfe~ ax .Xdx , 

I "—fdxfdxfe aX .Xdx-, e perciò il secondo termine dell’inte- 



♦ 
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\Xdx 



a x r — a 

% , . e fé 

graie «ara eguale ai tre seguenti = — — 

, . .u*'*fixfd,rr* x JUx n tcrz . 



DI 



m 
* x 



similmente si troverà essere 



e aX fe “ *.Xdx 



m 



o 2 — su' ' u 2 

( « . L> 


-qq' } 

L’-rf.' 1 


( 0 + •>' \\ 


V©-©' o'-e) 


a dz a R 


Ko-u' e'-Q/J 



0 'e ax fd X fe- ax .X dx , So8tituia _ 

-r- ,, 

m rn 

nio i valori di m, to', ed to", ed i tre primi termini dell’in- 
tegrale trascurati gl’ infinitamente piccoli saranno 

e n ' x fe- a ' X .Xdx.\ R Y 

f-±* 

e ° X fdxfé~ a T d. ^(—7-*- jr;) j 

e a X fdxfdxfe~ a x .Xdx ■+■ *£;)[ * 
ove i termini infiniti si elidono, e tutto si riduce alla forma 

L e a ' x fdxfdxfe~ aX .Xdx . Se adunque Uequazione P=o ha 
R J J J .... . . 

tre radici a’ , a" , a!" eguali , in luogo dei primi tre termini 

sii’ integrale dovremo porre i seguenti: 

1 . Iz— a')> a'xr-àx VJ _ 1 .(z—a')> a'x 



deli 

f 

adz» P 



X /• * 

/« 



.Xdx+-^-d\ 
dz 



'..e u ydx/e' ax .Xdx 



M *' ìl e ° x fdxfdxfe ax .Xdx, facendo x=a' . Si vede abba- 
stanza il metodo da tenersi, quando l’equazione i’rroha un più 
gran numero di radici eguali. 

Se due radici a ' , a" saranno immaginarie , avranno respet- 
ti vomente la forma J, <*— > anche la quantilà in 

sarà della forma M-+-N \/—\ , e la quantità to' della forma 
. Quindi i due primi termini dell’integrale saranno 
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e I )f e ~ x ( a-^px/— » ) Xdx 

+ e . L : Per evitare le quantità 

M—N[/— 1 

immaginarie, invece di e ± 1 ^ r V /— ■' ponghiamo il suo valore 
cos.fixd^/— isea.px , e fatta l’evoluzione de’ termini e la loro 
riduzione troveremo la quantità 

e ax (2Mcos.Px-*~2Nsen.(lx) r—ax XJ o 

M*- hìV» J 



e aX (* M*n .px-2N co s : P X ) fe -ax Ia le nel 

raso presente si dovrà porre in luogo de’due primi termini 
dell’integrale. Di quest’ equazioni lineari con i coefficienti co- 
stanti hanno i primi insegnato a trovar l’integrale i Signori £u- 
ler e d’ Alembert . 

* 4 ?- 



Il Sig. Euler lia ancora pienamente risoluto il caso, in cui 
i coefficienti dell’equazione geuerale A , B, C , cc. sono respet- 
A' B' C’ 

tivamente della forma , ? — , ; — , ec. , essendo 

p-*-q* (/'-+-?*)» {p+l 1 )' 

A' , lì', C' , ec. quantità costanti. Per dedurre la risoluzione di 
questo caso dalle Hoftre formule, si osservi che l’equazione («) 
diventa 



-A'. 



jH . — r P 

’p+qx 



-B'. 



ri — 2 P 

'(p-t-qx)* 



d.- 



.... T J|f (P+9 *)."Z!:fcjV 



n — I 



(ix ^ dx"’ * dx 1 * aX (p* + *? x ) 

E facile il vedere, che si può soddisfare a questa equazione fa- 



dx 



rendo Pzz{p-*-qx) r , posta r costante, ed r sarà data dall’equa- 
zione 

jV—M'rj(r—n-i- 1 )-*-L'<7 a (r—n-t- \)(r-n-*-i)—K'q • (r— n-t- i)(r— n-+-2)(r— n-»- 3 ) 
H-I’q • (r-n- 4 - 1 )(r— n-t-2)(r — ra- 4 - 3 )(r— n-+- 4 ) — ec • = ° > 

ove 2 V\ M' , IJ , ec. sono i coefficienti della proposta presi in 
ordine inverso incominciando dall’ultimo. Se — r' è una radice 
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di quella equazione, avremo l’integrale della proposta così 
espresso : 

dT-'y ^ <T- % y , B" _ L" dy , M" v 

lC dx n ~ l 

= -(p-*-qx) r 'j{p-*-qx) r .Xdx , 
essendo 
A"—A’-*-qr' 

B"=B'-*-A’q(r '->- 1 )-M7«/(r'^-i) 

C"z=C’-*-B'q (r’+x)-t-A'q » (r'-+- 1)('+1 )+} 1 r'(r '+ 1 )(r'-*-a) 



L"—L'-*-K'q{r'-*-n — 3)-*-I'q » (r'-*-n— 4)(r'-^u-3)H-ec. 
M”—M'-*-L'q(r'-+-n— 2 )-t-K'q < ‘(r'-t-n — Ò)(r'-+-n— a)-+-ec. 

Ma siccome l’equazione in r è del grado n , avrà n radici, le 
quali essendo — r , —r", — r'" , ec. ci daranno ciascuna un’inte- 
grale simile a quello già trovato (c). Ora eliminando da questi 



dy 



d*Y 



d'y 



integrali » — . t 

(p-h-qx) n 2 dx (p-*-qx) n dx a (p-*-qx) dx % 
avremo l’integrale finito della proposta cosi espresso: 

7 ~ 4 ~ n ~ 1 . f\ p-t-qx) 7 .Xdx (p-+-qx ) 7 ~*~ n 1 .f(p-*-qx) 
rn 



S 1 



! — T 



dx 



n — I 






.Xdx 



ni 



{p-k-qx) 7 ~ > ~ n ' f{p-*-qx) 7 .Xdx 

* " ri 

rn 



-♦-ec. 



essendo m , m' , m" , ec. quantità costanti . Per determinarle 
sostituiamo questo valore di y nella equazione (c) , ed avremo 

.r 1 „ • .—r' „ , M"-*-L"q[r'-*-n—i )+K"q . (r'- 4 -n— a)|r'-r-n— 1 1-t-er. 

(p+qx) f(p+qx) .Xdx. >- 

Mp^-qx ) 7 f(p-*^x) 7 .Xdx.[D] 

-♦-ec. 

/ / 

zz{p-*-qx) f(p-k-qx) .Xdx . 

Tom. 11. *4- 
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Siccome questa equazione dev’essere identica, avremo 
m—M"-*L"q(r'-<rn- 1 )-*-K"q 9 (r'-wi-a) (r'-t-n- 1 )-*-l"q* (r'-*-n- 3 )(r'-HfJ- 2 )(r' +-n~ 1 )-+-ee . 

e sostituendo i valori di M" , L" , ec. 
m^zM , -+-L'q(r'-t-n- 3 .)-*-K'q :> (r'-t-n~ 3 ){r'-^n~%)^-l'q 1 (r'-wi-4)(r'-*-n-3)(r'-s-n-2) 
-*-L'q(r'-t-n- 1 )-*-K’q 1 (V-«-r»- 3 )(r'-*-n- 1 ]~t-I'q • (r'-*-n- 4 )(r'-t-n- 3 )(r'-t-rc- 1 ) 

■+-K'q 9 (r'-t-n-a)(r’-t-ra- 1 ^ * (r'-t-n-4)(r'-4-u-2)(r'-Hu. i) -4 " 60 ’ 

-*-I'q 1 (r'-t-n- 3 )(r'-*-n-a) (V-w»- 1 ) 

Questa quantità non è che il differenziale di 
N'-*-M'q(r'-i-n- 1 )-*-L'q * (r'-+-n-2)(r'-t-ra- 1 )-*-K'q * (r'-i-n-3)(r'-4-n-a)(r'-Hn- 1 ) 

-4-/'y 4 (r'-i-n- 4 ) (r'-wi- 3 ) (r'-+-n — a )(r’-*-n- 1 )-f-ec. 
preso per rapporto ad / e diviso per qdr . Il valore di m si mu- 
terà in quei di m! , m", ec. , se cangeremo r' respettivamente in 
r" , r'" , ec. Quindi se ponghiamo 

P— N'-*-M'q( z-+-n — i }-*-L'q 9 (z-t-ra-a)(e-*-n- 1 )-*-K'q * (z-t-n- 3 )(z-wi-a)(z-t-n- 1 ) 

H-I'y 4 (z-f-n- 4 )(z-*-u- 3 )(z-*-ra-a)(z-»-rt- i)-t-ec. , 

avremo mz=~ facendo z=r' , m'= facendo 8=y" , m"—~ 
qdz qdz qdz 

facendo *=/■'", ec., over', r", r'", ec. sono le radici dell’equa- 
zione Pzzo . 

148. 

Passiamo a considerar V equazioni lineari tra un più gran 
numero di variabili . Sia data l’ equazione 

A^l+B *—l+C d -l-*-Ny 

, n , n — i , n— 2 dx 

dx dx dx 



J d n Z n d n l Z 

-*-Ai -hJSi h 






dx n 


dx"-' 


, n — a 
dx 


dx 




Jl — 2 


...+M2—--N2U 


dx 1 


dx ' 1 - 1 


dx ,l - % 


dx 



-*-ec. 

tra le variabili x , y, z, u, ec. Per integrarla si moltiplichi pel 
fattore Pdx, essendo P funzione di x, ed i soliti cfiterj d’inte- 
grabilità ci daranno l’ equazioni 



Digitized by Google 



D’ ALGEBRA P. III. 



ef.AP 



t rt j Al— I * »j 

dx dx dx 

cF.AiP tf 1 1 .BiP rf"“ a .CiP 



</*~ a .cp 

n — 2 



w 



, a j Ai— I , « 

*/.r oi dx 

d n .A*P S'-'.BzP cp-^.CzP 



n — 2 



i8 7 

— ±iVP=o 
dx 



d.M\ P ,r D 

.qp ; tfcA lP =0 



dx 
d.MnP 



dx 1 



dx 



n — l 



ec. 



/i — a 






^tiV"aP=o 



Acciò la proposta ammetta un integrale, conviene che un me- 
desimo valore di P soddisfaccia a tutte quest’ equazioni. Trova- 
to un valore di P che abbia queste proprietà, l’integrale della 
proposta avrà la forma 

jir—i si — a si — 3 i 

A P d - 1 -*-B- 1 -+-C ®_2 .... +1/-1 +M'j 

, n— i , zi — 2 , ai~-3 dx 

dx dx dx 



i — i 



■+-AiP‘. 

dx 

-♦-ec. 
ove sarà 

B’zzBP- 



,d”-*z 



n — i 



dx 



A2— 2 



1 -M \zzx(PXdx , 
dx 



C’=CP- 



d.AP 

dx 

d.BP d*.AP 



Bx’xzBiP- 



d.AtP 

dx 



dx 

ec. 



dx* 



Cl '=c i p-*^.+ daÀlP 



dx 



dx * 



ec. 



Se conosceremo due valori di P, che soddisfacciano adequa- 
zioni (a), avremo un’altro integrale, e quindi eliminando il dif- 



ferenziale più alto 



d n 



— i 



n — r 



, con che verrà a sparire anche il dif- 



dx 

ferenziale del medeeim’ ordine delle altre variabili, otterremo 
l’ integrale della proposta di due ordini inferiore. E cosi in se- 
guito potremo tante volte integrar la proposta , quanti diversi 
valori di P conosceremo, i quali soddisfacciano a tutte l’ equa- 
zioni. (a). 

E evidente dalle cose precedenti , che la ricerca dell’inte- 
grale dell’ equazioni (a) dipende dall’integrale dell’ equazioni 
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*n 

A ±2 '. 

dx n 



-B £Tz.*C 



dx 



n — 1 



,n Ji — I 

Ai f-s-Ci 



dx 



dx 



n — i 



Jl — 2 

d y 




, n — 2 

dx 


dx 


d n ~ % z 


— +ì¥i — -4-iV r s=o 


dx n ~ 2 


dx 



ec. 

nelle quali si cangia la proposta, se vi si pone X—o, e si consi* 
dera separatamente ciascuna delle variabili . Ma prima di cerca- 
re l’integrale di quest’ equazioni , o dell' equazioni (a), sarà bene 
osservare se la proposta è integrabile; poiché, se non lo fosse, 
sarebbe opera perduta la ricerca dei valori di P . Per veder ciò 
si elimini la quantità P dall’equazioni (a), e si avrà una o piò 
equazioni tra i coefficienti , le quali se saranno identiche la pro- 
posta sarà integrabile; altrimenti non lo sarà. Si potranno an- 
che trovare le condizioni necessarie perchè la proposta ammetta 
un’integrale di un’ordine inferiore di due o più unità; per la 
qual cosa rimandiamo a ciò che abbiamo detto sui criterj d’inte- 
grabilità . 

Se i coefficienti A , B , ec. , Ai , Bt , ec. saranno costanti, 
la proposta ammetterà un'integrale dell’ordine n— I , se l’equa- 
zioni 



Az n -Bz n ~WCz n ~ 2 ztN=o 

Aiz n — Biz n '-hCiz r a . . • • ±Ni~o 

PC, 

avranno un fattore comune di primo grado; e se questo fattore 

bx 

sarà az — b , il valore del moltiplicatore P sarà e a . Se le mede- 
sime equazioni avranno comune un fattore di secondo grado , la 
proposta si potrà integrar due volte , e cosi in seguito. La pro- 
posta non ammetterà un’integrale finito, che nel caso, che 
qucU’equazioni abbiano tutte le radici respetti vamente eguali , 
Tutto ciò si comprende da quello , che abbiamo detto di sopra 
parlando dell’ equazioni della stessa forma tra due sole variabili. 



• 4 <> 



Siano adesso proposte le due eqnazioni tra tre variabili 

. X. 



/ 



/ 
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r8q 



A 'Ù+B lUl+C 



,n — a 

i 1 



dx n dx n 1 


. ri — a 
dx 

r d n ~\ 


, . -*-Niz 


dx n 


dx ^ 


dx n - a - 




Ai d Ih 


,m — r 

i p-, d y- 


,m — a 

. y 


. . 4-i\Tay 


~~dx m 


i m— I 

dx 


, /7I— a 

dx 


* 




. . -t-A r 3 z 


dx m 


. m — i 
dx 


dx m ~*‘. 





—X'. 



Moltiplichiamola prima per Pdx, e la seconda per Pdx, ove 
P e P' sono funzioni,.di x , e supponendo che la somma di que- 
sti prodotti sia una differenziale esatta , avremo per i soliti crite- 
ri d* integrazione 



d".AP cf-'.BP d^~ 2 .CP 



dx 11 


dx 11 ‘ 


dx "' 2 


. tf" .AzP' 


d m_I .BaP' 


J"- % .CìF 


dx m 


' dx m - 1 


dx m ~ 2 


<t.a\p 


d ! 1 1 .BiP . 


J^ 2 .CiP 


dx n 


dx" % 


dx "~ 2 


S".AiP' 

-4- 


d m — I .BiP' 






. ±NP 



..,dtNiF. 



.... ±NiP 



—o 



.... icNSF 



dx 



m 



dx m ~ X dx" 

Trovati i valori di P e di P , che soddisfacciano alle precedenti 
equazioni, avremo l’integrale seguente: 



m—3, 

Hit 
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- ,n — 3 

,y ± y 

, n— 1 , ri — 2 , n — 3 

dx dx dx 



,n — 1 ji — 2 

tp€Zs^a L—l 



+AiP 



Jl— I Jl —2 

a z q a 

- 4 -P* 

n — i jjn — a 



dx 



dx 



ji — 3 
z a z 

r« *?■ 

• rt — j 

dx 



J7l— I J71—2 ' — - 3 

+a*f* . y ^é—X — z 

dx" 1 -* 

<r~h 



—f(PX-*-P'X')djt 



rn—i 



-*-A 3 F 



dx 

r~ l 



tfi— 2 



m — 1 



-^ 3 ' 



dx 
d m ~ 2 



dx 



rn—% 






dx 
ove sarà 

ft-BP-r 

^ C p- d -™+^ 

dx dx * 

AAzF 

‘ìxzBzP — 

‘ dx 

d BìP’ d*.AzP’ 
yi—Cì.P — — s- 



dx 






§1 -BiP- 
yi—CiP- 



.-*-Py ( A) 

, ,-h* 3 s 

• t 

d AiP 
dx 

d.BiP d».AiP 



dx 



dx • 



ptzzBòF- 
} 3 =C‘iF- 



dx dx* 

«c. 

d.A3F 
dx , , 

d.BZF d*A3P' 



dx 



dx* 



ec. 



ec. 



Supposto n>m , sarà n il numero delle quantità y , ^ 



d*y 
dx » 



d w 



— r 



y 



dz 

dx 



d*z 
' dx » ’ 






n — 1 



nella eq nazione 

1 ax • ux * — v 

quindi se conosceremo an valori di P 



(A): e quindi se conosceremo an valori d> P ed altrettan- 
ti di P' , avremo un integrali, dai quali mediante l’elimina- 
zione potremo trovare il valore finito di y e quello di z. Ma ba- 
sta che il numero dei valori di P e quello dei valori di P' sia 
20 — 1 ; poiché l’eliminazione ci condurrà allora ad una equazio- 
ne del prim’ ordine tra je^,o pure tra z e , la quale sap- 



piamo integrare. 

Osservando adesso che i valori di P e di F sono i medesimi 
quando X ed X' sono eguali a zero, se saranno dati 2/1 — 1 valo- 
ri di y, ed altrettanti di z, i quali soddisfacciano alle proposte 
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nel caso di XzzX'~ o, potremo come sopra ( 1 4-5) dalla equazio- 
ne (A) ricavare i valori di P e di P 1 , Quindi il teorema del Sig. 
de la Grange si estende anche al caso di due equazioni tra tre 
variabili, le quali si sapranno perciò integrare, se l’integrale se 
ne conoscerà allorché X ed X' sono eguali a zero. 

Senza proseguire più oltre queste ricerche, dall' andamento 
del metodo, che è sempre uniforme, vediamo chiaramente, che 
questo teorema ha sempre luogo nella integrazione dell’equazio- 
ni lineari, qualunque sia il numero delle variabili, se il nume- 
ro dell’ equazioni è di quello minore di una unità. Se poi il no- 
merò dell’ equazioni sarà di più di una unità minore del numero 
delle variabili , si avranno in tal caso dell’equazioni di condi- 
zione, le quali dovranno aver luogo, perché l’integrazione sia 
possibile . 

i5o. 



Del resto, allorché son date più equazioni, si possono con 
l’eliminazione ridurre ad una sola. Per mostrare come si debba 
eseguire questa eliminazione , prendiamo per esempio l’equazio- 
tri tra tre variabili 



A 'sr.+ B '7i* c 'y~ n ' 



dy — d*z 



-f£-+G*zziX% , 

di 



Eliminando avremo una equazione, che differenziata sarà 
della forma 

Ora col mezzo di questa equazione e di una delle precedenti eli* 

• • • d 8 2 

miniamo di nuovo , e l’ equazione , che ne risulta, differen- 
ziata prenderà la forma 

3=A 3. 



Adesso eliminiamo da queste quattro equazioni _i? con* 

siderandole come tre diverse incognite, e ne risulterà una equa- 
zione tra x ed y della forma 



Digitized by Google 




1<J1 



ELEMENTI 
. ,d*y „,d‘r ryÀ*Y .dy r . v . 

A *zr* ^ n ^ZT‘ • HC te- f ' D4 s E ^ y x 4 • 

Facilmente apparisce, come il metodo estender si possa ad equa» 
rioni di un’ ordine più elevato . 

Se nel numero precedente supponghiamo i coefficienti A , 
fi, re. , Ai , lìi , ec. , Ai , fia , ec. , Ai , Ri , ec. tutti costanti 
ed AT=JF=o, l’esposto metodo di eliminazione ci condurrà ad 
una equazione in y, la quale avrà i coefficienti costanti , ed il 
secondo membro =o. Quindi per ciò che abbiamo insegnato di 
sopra ( 146 ) potremo soddisfare a questa equazione ponendo 

yzze mx , ed m costante. Posto ciò nelle due equazioni proposte 

c nix n 

tacciamo v— e , e zzze 

ranno la forma 



1 .u, e quelle divise per e mx prende» 



, du Aiti 

a -+-0U-4-C — -+-/ - — -f-ec.=o , 

dx J dx* 

, , ,du s-d* u 

a -hb u-t-c - i-ec — o , 

dx A dx » ’ 

ove a , a,' ,b,V. , ec. sono quantità costanti. Ora è chiaro, che a 
quest’ equazioni possiamo soddisfare ponendo u costante. In tal 

caso dalla prima equazione avremo uxz — e sostituendo que- 
sto valore nella seconda ne otterremo ab— ab'— o , donde ricave- 
remo il valore di m, e quindi avremo il valore corrispondente 
di y, e di z, e perciò l’integrale delle proposte composto di tan- 
ti integrali {«articolari, quanti saranno i valori di m. L’ Utesso 
metodo può applicarsi ad un numero qualunque di equazioni, 
come per dilucidarlo mostreremo nel seguente esempio. 

Si debbano integrare le tre equazioni 
d*r 0 dr , d*z - dz d*u du 

dx* dx J dx * dx dx * dx 

d*X .*djr -, . d*z dz - d*u du 

dx* ^ dx J dx* dx dx* ‘ dx 

-d*y „ dr - d a z dz d*u _ da . 

dx* dx J dx* dx dx* dx 



Facciamo y—e , zzz*e m , uzz^e rnx , essendo a e j? quantità 
costanti, e le proposte diventeranno 

a m* — 1 8m-+-38 -*-a(3m“-*-3« — — 3 m-«-2)=o 
m a -s-43ni— a54-<*(a3m a -m-aóo)-i-jJ(/n a -s- i^m- 36)=o 
3.i a -i-j un— 128 - a(i2m a -2«?»-j3o)-fbm a - t3wM-i8)=o . 
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Dalle due prime equazioni otterremo i valori di a e di fi, cioè 

a (/n a -t-43m-a54)(rti a -3m-t-a)-{am*- i8//2-t-58)(/n a -t-i 7»»- 36) 

(3m a -*-3/»-48)(m ai -4-i7>n-36)-t-(23m»-/n-25o)(m a — 3/w-t-a) 
o_-(2ffi“-i8m-t-58)(23m a -ffJ-25o)-(ffi a -*-43»i-254)(3m a -4-3m-4B) 
(3/n a -i-3/n-43)(//i a -e-i7m-36)-*-(23//i a -//j-a5o)(/n a -3/»-*-a) ’ 

e sostituendo questi valori nella terza avremo 

m*— 7OT 5 -4-7OT*-«-35/n* — 56/n 3 — a8/n-+-48=o . 

Le radici di questa equazione sono 1, 2, 3 , 4> — t, — 2; i va- 
lori corrispondenti di a si troveranno 1, 1, 2, — 1 , a, 3, e 
quei di j? 1, 2, 1 , — 1, 3, 2. Quindi i valori completi di y , 
z , ed u saranno i seguenti: 

y=cCe x -^C'e^ -+-C"e 3 *+C , "e4 J ' + c''’ * 

*=CeVCV a *H-2C> 3x — C''V^-2C %‘^-s-3c’e —a *’ 
n=Ce x -^2C'e a ^C"e 3x — C'"e 4x H-3C ,,, e“ X -+-2C K e -aX ’ 

CAPITOLO VII. 

Delle soluzioni particolari dell’ equazioni differenziali . 

14 6 . 

Abbiamo già osservato, che l’ equazioni differenziali ammetto- 
no alcune soluzioni particolari , le quali non sono comprese 

nell’integrale completo. Cosi l’equazione dyzz dy 

j/(x a -t-y 3 — /w a ) 

ha per integrale completo yr:a-4-|/'(ar a -+-y a — m 3 ), o sia 
a* — 2ay — ar a -t-/n a :=o , e per soluzione particolare * a -*-y a — m 3 — c, 
la quale non è compresa nell’integrale completo, perchè questo 
in quella non si cangia , qualunque valore si dìa alla costante a . 
Questo paradosso è stato per la prima volta osservato dal Sig. 
Euler , il quale ha date alcune regole per conoscere, se una da- 
ta relazione che soddisfa ad una equazione differenziale, ne è 
un integrale particolare , o una soluzione particolare, senza che 
sia noto l’integrale completo. Queste regolesono state poi rese 
alquanto più generali dai Sigg. di Alembert, e di Condorcet, 
finché il Sig. de la Place ha insegnato a trovar direttamente 
Tom. II. a5 
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tolte le soluzioni particolari di una data equazione differenzia- 
le. In seguito il Sig. de la Grange ne ha data una teoria nuova 
e completa, dedotta dai principj del Calcola Integrale , dalla 
quale apparisce, che le soluzioni particolari, invece di essere 
una eccezione alla regola generale, ne sono anzi una conse- 
guenza immediata: e questa teoria noi andremo adesso espo- 
nendo. 

Sia data l’equazione differenziale del prim’ ordine Z— o, la 
quale abbia per integrale completo l’equazione V—o tra le va- 
riabili x, y, ed una costante arbitraria a. Se dal differenziare 
l’equazione V~o ne nasce dyzzpdx, si otterrà, com'è noto, la 
proposta Z— o, se si eliminerà a dalle due equazioni V—o , e 
dyzxpdx. Abbiamo nel differenziare l’equazione V—o supposta 
a costante; ma anche posta a variabile l’equazione V—o soddi- 
sfarebbe alla proposta, purché l’ equazione dyzxpdx fosse in 
questo caso la medesima di prima. Ora supposta a variabile ab- 
biamo dyxzpdx-*-qda ; dunque acciò questa equazione si riduca 

a dy—pdx, convien che sia q—(Ì^—o. Se l’equazione 

ci dà uno o più valori di a per x e per y, sostituendo questi va- 
lori in luogo di a nell’equazione V—o avremo altrettante solu- 
zioni particolari della proposta , le quali non saranno comprese 
nell’integrale completo, perchè in questo a è sempre costante. 

Al differenziale dell’equazione V—o si può anche dar la 
forma dxc=.Pdy-*-Qda , e col medesimo discorso si vedrà, che 



per avere le soluzioni particolari convien fare 



< 2 =©=°’ eS0 - 



stituir poi il valore di a ricavato da questa equazione nell’inte- 
grale completo. Quindi dato l’integrale completo di una equa- 
zione differenziale del prim’ ordine, se ne ricavi il valore di 

e di (j^ , e poste queste quantità eguali a zero si avrà 



uno o più valori di a per x ed y, i quali sostituiti nell’integra- 
le completo ci daranno altrettante soluzioni particolari dalla 
proposta. Può succedere, che uno dei fattori della equazione 

(da) =c ’ 0 (jn)” 0 non conten 6 a c l> e a e le costanti dell’equa- 



zione differenziale; in tal caso, siccome a è costante, non avre- 
mo una soluzione particolare, ma un integrale particolare com- 
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preso nell’integrale completo. Se quest’eq"“» i< ’>*l non contenes- 
sero a, ma solò r- »<t y, alla» convien vedere se dal paragone di 
esse coll’integrale completo il valore di a risulta costante o va- 
riabile; nel primo caso quell’ equazioni saranno integrali parti- 
colari , nel secondo soluzioni particolari . Che se il valore di a si 

trovasse ciò sarebbe un segno, che quell' equazioni sono 

fattori dell’integrale indipendenti dalla costante a, e stranieri 
all’ equazione differenziale . 

Si abbia per esempio l’equazione precedente 

dyzz * l **'*-ydy ^ della quale l’integrale completo è 
a 1 — a ay — da questo ricaveremo 

quindi facendo l’una e l’altra di que- 
ste quantità ~o otterremo a—y, e sostituito questo valore di a 
nell’integrale completo , esso diventerà x*-*-y 2 — /n»=o, e que- 
sta sarà la soluzione particolare della proposta. 

Se si cerca la curva, in ciascun punto della quale un pun- 
to lucido produca la medesima illuminazione =t , si giungerà 

alla equazione , ove « è il raggio vettore preso dal 

punto lucido, e z è l’angolo che fi il raggio vettore con una 
retta data, la quale passa pel punto lucido. L’integrale di que- 
sta equazione è n a =:sen.(az-t-a) ; ma qualunque valore si dia al- 
la costante a, non ne vien mai l’equazione « a =t del circolo, il 
quale soddisfa al problema: converrà dunque che il cerchio sia 
una soluzione particolare dell’ equazione proposta. Per accertar- 
cene prendiamo dall’integrale i valori di e di 

la seconda di queste quantità posta eguale a zero 

non ci dà niente, ma la prima ci dà cos.(2z-t-a)=o. Combinan- 
do questa equazione coll’integrale troveremo u*—i , che è l’equa- 
zione del circolo, che cercavamo. 

Prendiamo a rintracciare le soluzioni particolari dell’ equa- 
zione t ove X^A-s-Bx-*-Cx a -*-Dx , ‘*~Ex* , 

V x v* 
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Y—A-*-tSy-*-Cj'' 1 - Tly 1 4 , l’ integrale della quale abbiamo 

trovato (i 3 q) essere v/X-\^/ 1 '— (» V ) . ove 

' y dX d K 

V=D(x-t-y)-*~E(x-*-y) a . Se ponghiamo -j-^xzX ' , -j^—Y 1 , 

dedurremo dall’integrale completo 

/d/Y_ (x-y)\/Y . e 

\da) Y'i/(a-k- V )— [ y'(x—y)—2.(a-t- V )][/ Y ’ 

(d£\— (j—y)t/,Y Facendo (—\ — o 

W“ Xy(a+r)-[V\x-v)-2(a+V)]ls'X' b d UP- 

e (^^=0 troveremo in primo luogo x— ma siccome in 

questa equazione non è compresa la quantità a , si deduca 

dall’integrale completo il valore di V,t poi- 

(• P— “3 ) * 

chè l’equazione x— y=o rende a infinita , essa non è una solu- 
zione particolare , ma un integrale particolare compreso nel 

completo. Le quantità e divengono nulle anche po- 
sto 3 =ro, o A=o, purché non sia nel medesimo tempo F^rzo, 
o -Y'zzo. Quindi le soluzioni particolari dell’equazione propo- 
sta saranno tutte comprese nelle forme xzzxi, o yxzu, ove u rap- 
presenta una qualunque delle radici disuguali dell’equazione 
A-*-Bu'+-Cu. % - 4 -Dn i -*-Eu*—o . 

Troveremo le medesime soluzioni per l’equazione 

-1- , di cui l’ integrale completo è 

[/X — j/ Y—(x-y)\/(a-*- V ) . Di pib avremo x — yrro , ma sicco- 
me questa equazione rende a~ ^ ^ L — V—— , essa 

(x—y)» o 

dev’ esser rigettata come estranea all’equazione differenziale. 
Infatti x — y è un fattore dell’integrale completo, come facil- 
mente si vede, se l’integrale si pone sotto la forma 

X Y 

— — _r=(x— y)\/(a*-V), e questo fattore posto =0 non sod- 
disfa all’ equazione differenziale . 
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Dato pertanto l’integrale completo di una equazione diffe- 
renziale del priin’ordine , si potranno sempre trovare tutte le so- 
luzioni particolari della medesima. Vediamo adesso come le me- 
desime soluzioni rintracciar si possono anche quando l’ integra- 
le completo non si conosco. Per riescire in questa nuova ricer- 
ca conviene riflettere ad un carattere, il quale distingue gl'in- 
tegrali particolari dalle soluzioni particolari. Qualunque inte- 
grala particolare dedotto dall’integrale completo soddisfa sem- 
pre all’equazione differenziale, di qualunque ordine ella sia. 
Ma se dall’integrale completo si deduce una soluzione particola- 
re, essa soddisfarà sempre all’equazione differenziale, se questa 
è del prim’ ordine , ma se fosse di un’ordine superiore, non vi 
soddisfarà che nel caso, che abbiano luogo alcune condizioni. 
Per ritrovarle ponghiamo che sia V—o una equazione finita tra 
x, ed y ed una costante a, la quale differenziata nell’ipotesi di 
a variabile ci dia dyzzpdx-*-qda . Differenziamo p supponendo 
dx costante, e posto pdx-*-qda in luogo di dy sia dp—p'dx-t-q’da, 
e cosi pure nella medesima maniera sia dp'—p"dx-t-q"da , 
dp"—p"’dx-*-q"'da, e cosi in seguito. Posto ciò, eliminando a 
dalle due equazioni F—o, e dyzzpdx avremo l’equazione Z— o 
del prim’ ordine; combinando le tre equazioni F~o, dyxxpdx, 
d'yxzp'dx* , in modo che sparisca a, formeremo l’equazione del 
second’ordine Z’— o; l’equazione del terz’ordine Z"xz o otterre- 
mo, se per eliminare a ci serviremo delle quattro equazioni 
F=o , dy—pdx, d 2 yzzp'dx » , d l y—p'dx l ; e cosi in seguito per 
gli ordini superiori. Allorché a è costante, F—o soddisfarà a 
tutte quest’ equazioni Z~ o, Z'—o, Z"~ c, ec. all’infinito. Ma 
se a è variabile, l’equazione F—o non può soddisfare a Z— o, 
se non è yrzo; non può soddisfare a Z'—o , se non è qzz o, e 
q '— o , acciò le due equazioni dy—pdx-v-qd a , dpzzp' dx-+-q’ da si 
riducano a dyzxpdx , e dpxzp’dx, come nel caso di a costante. 
Similmente l’equazione Fszo non soddisfarà a Z"zzo , se non è 
insieme q—o, q’— o, q"— o, e cosi in seguito. Si osservi che 



*=(£)• ? -(££)' i"=(£k)’ ec -’ or,de le p recpdenti c ° n - 

dizioni si riducono a (g)=0, > ec - Se 
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invece di supporre y funzione di x e di a , avessimo posta x fun- 
zione di y e di a , avremmo allora ottenute le condizioni 

(s9=° • (s^r)=° ■ (w^) =0,ec - Quindi 9e un dat0 pro ' 

lilema ci ha condotti ad una equazione differenziale del prim’or- 
dine, le soluzioni ricavate dall’integrale completo mediante 

l’ equazioni o soddisfanno sicuramente al pro- 

blema: ma se l'equazione differenziale sarà del recond’ ordine, le 
soluzioni particolari dedotte dall’ equazioni o o 

non soddisfaranno al problema, se non saranno tali, che renda- 
/ d»y \ / d*x \ 

110 \dxda)— 0 ’ ° \dyda)~°' 

Se in qualche caso avessero luogo l’equazioni 

(^fe)= 0 *C^fe)= 0 - ec ; 0 P ure (£)= 0 -(^£)= 0 »(^i)=°- 

ec. , all'infinito, la soluzione particolare soddisfacendo a tutte 
lequazioni differenziali di qualunque ordine ricavate dalla pro- 
posta avrebbe il carattere d'integrale particolare. Ma in tal caso è 

facile il vedere, che la quantità non conterrà x, ma sola- 
mente a e costanti: infatti ponendo x-*-o in luogo di x, e chia- 
mando ciò che diventa la quantità dopo questa sosLi- 
tuzione , abbiamo pel teorema di Taylor 

Ora supponghiamo che l’equazione 0 c * dia a—F(x) ; e 

l’equazione ^0 =o ci darà azzF(x-+-o) . Ma per ipotesi insieme 
con g) svaniscono (^£) , (ggj;) . ec. all’infinito, e per- 
ciò anche (^j~j j quindi sarà F(x-*-o)—F(x), cioè -F(x) costante. 
Essendo adunque costante il valore di a, allorché le quantità 
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(«fa) ’ ( drda ) * CC ' a ^’' n ^ n * t0 svaniscono, .avremo in tal caso 
un integrale particolare, e non potremo avere una soluzione 

( d2y V / S y V 

~dxdà) ’ \ dx»da ) ’ 

ec. non è eguale a zero. 

Da questa osservazione si ricava il modo di trovar tutte le 
soluzioni particolari di una proposta equazione differenziale del 
prim’ ordine, quando non si conosce il di lei integrale comple- 
to. Biadata l’equazione differenziale Z~ o, di cui l’integrale 
completo sia V—o, essendo V una funzione di x , di y , e della 
eostante arbitraria a. Siccome l’equazione Z—O è indipendente 

da a , sarà )~° ’ 0 8 * r tg uart '* 7 c o* n c funzione di x e di a , 

o x come funzione di y e di a, queste funzioni essendo date 
dall'equazione V—o. Ora supponendo che l’equazione Zza o sia 
priva di quantità trascendenti ed irrazionali o fratte, se pon- 
dr 

ghiamo essere dZz=Ad-jj-*-13dy-*-Cdx , saranno le quantità A, 
B , e C funzioni di x, y, e Riguardando y come funzio- 
ne di * e di a avremo )~*~^(^) » c siccome dev’es- 

sere {^jzzo , avremo -^ ^ X J U )-*-^(^)=o . Ma nel caso delle 

soluzioni particolari dev’essere ^pjzzo, ed essendo B senza de- 
nominatore non può in questo caso diventare infinita, dunque 
l'equazione precedente si riduce ad A^-^—jzzo, la quale ci dà 

Azzo , quando non è zero insieme con . Se e 

( dxda ) svan ' scono ne ^ medesimo tempo, l’equazione 

8ar “ identica » e differenziando nell’ipotesi 
di x ed y variabili, ed a costante avremo 



\ 
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allorché (^j~\ e ( dxda) 8000 * n5 * eme na ^ e • Quindi avremo 



A— o, se non svanirà ancora j ida ) ’ ma 8e anc ^ e fi 1168 ! 3 quan- 

tità fosse zero differenzieremo di nuovo l’equazione 

z(e)=° ■ ^ r«q«- 

zione o, la quale ci darà v4=o , se non sva- 

nisce. Si vede adunque che avremo necessariamente A— o, se 
tutte le quantità (g) , (^) , , ec. all’infinito non 

svaniranno, e quindi avremo, per ciò che abbiamo dimostrato 
di sopra , Azzo nel caso delle soluzioni particolari. Ripigliamo 
dv 

l’equazione dZ~Ad -j--*-Bdy-*-Cdxzzo , la quale a motivo di 

A— o ci dà Bdy-v-Cdx—o , e questa equazione dovrà combinare 
coll’altra A— o, allorché col mezzo della proposta sarà elimina- 

dy • ’ • 

ta Ma poiché supponendo dx costante abbiamo 



, nel caso delle soluzioni particolari avremo 



d*y Bd r-t-Cdr 

dx 1 Adx 

d^ Y O 

— . Abbiamo supposta y funzione di a; ed a; ma poteva- 
mo egualmente supporre x funzione di y ed a, ed allora a- 
vremmo trovato nel caso delle soluzioni particolari 

, prendendo dy costante. Il primo caso comprende le so- 
luzioni particolari ricavate dall’equazione , il secondo 

quelle che si deducono dall’ equazione . 

Ripigliamo gli esempj precedenti , ed in primo luogo sia da- 
ta l’equazione dx ■= — - . Avremo 

\S[x 3 -*-y 2 — m 1 ) 

— , e quindi 

dx [/(x^-t-y 1 — m a )—y 
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dJ^~ \i/(x a -^y a ~~m a )—y] t V{x a -*-y a —m») 
sta quantità dev’ essere , avremo le due equazioni 

y>-m>-xy^ +■ ( x ^ — ■ / (x a +y a -m a )=o 
[[/(x a -¥-y a —m a )—yY.\/(x a -^y a —m a )—o . 

La secondaci da o l/(x a -t-y 4 —m 4 )— y=o , o ]/(x a -*-y *— m a )— 0 ; 
se facciamo |/'(x*-4-y a — m a ) — y=:o, la prima diventa — m a zzo , 
che non ci dà niente affatto; ma se ponghiamo 

i t Jy 

y / (x a -+-y a —m*)—o, la prima diventa y a —m a — xy^-=o, e poi- 

cLy jc 

che la proposta ci dà nel medesimo caso — — — , la prima e- 

quazione si accorda con la seconda a darci per soluzione parti- 
colare l’equazione x a -t-y a — -wi a — o . Se alla proposta diamo la 

forma ^x _ [/ m 3 ) V | differenziando avremo 
dy x 



dy 1 



x a l/(x a -t-y a —m 2 ) 



, e ponendo 



questa quantità =— otterremo le due equazioni 

*y—{y*- m *)j ) iyjy—*)^ (x'+y'—m a )=o 

x a j/(x a -i -y a — m a )~o . 

Se per soddisfate alla seconda facciamo x=o, la prima divente- 



-dx « 

rà [vl/(y a — m a )— j a -f-m a ]^=o , e siccome in questo caso è 

, il valore x=o non soddisfa alla prima equazione. Ma 

dy ° , i , 

se ponghiamo l/(x a -t-y a — m a )~o, ambedue l’equazioni si accor- 
deranno a darci per soluzione particolare x a -s-y a — m a zzo. 

Consideriamo in secondo luogo l’equazione dz[/(i-u*)xiudu , 

/ A\d* 

d 2 u 

dalla quale ricaveremo =— — , e quindi le due 

dz a u a l/(i— « 4 ) 

Torri. IT. 26 
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rquazioni (i-*-m*)-^=o, . La seconda ci dà o 

uzzo, o «'=1 ; presa uzzo non è soddisfatta la prima, ma preso 

m 4 =i subiste anche la prima, perchè u o Quin- 

dz u 

di le soluzioni particolari saranno u 9 ^;i , e « a =— i , la seconda 
delle quali si tralascierà, perchè è immaginaria. L’equazione 

l -j~ i pon ci dà alcuna soluzione; dunque l’unica, che am- 
metta la proposta , è u a zz i . 

Sia data in terzo luogo l’equazione -—zz-^ì — , ove siano 

j/A j /Y 

X ed )"due moltinomj di x e di y, e supponghìamo primiera- 
jnente che X ed Y non abbiano che fattori semplici, cioè che 
quando Azro, o L=:o, non sia X'zzo, o Y’zzo . Dalla equazio- 



XT^-X'Y 

ax 



e quindi le due 



ne proposta si deduce — - = 

<*** *X[/XY 

equazioni X\/X ì’zzo , ed XY^- — X'Y^zo, cioè 

ì '[/ XY-^X' Y^ jo. La prima ci dà o X ' — n f che non soddisfa 
alla seconda, perchè per ipotesi X' non è =o; o F=o che sod- 
disfa anche alla seconda. Quindi i fattori semplici di Y posti 
=o sono altrettante soluzioni particolari della proposta. Se A' 
ed X' fossero =o pel medesimo tempo, cioè se. X avesse un fat- 
tore moltiplice, questo sparirebbe mediante la divisione dal nu- 

meratore e dal denominatore del valore , e quindi non 

sarebbe adattato a dami delle soluzioni particolari. Nello stesso 
modo l’equazione ~ ? c’indicherà , che tutti i fattori sem- 

plici di X posti zzo sodo altrettante soluzioni particolari della 
proposta . 

i53. 

Ripigliamo l’equazione dZ—Ad^~ ■+-Bdy-+-Cdxzzo , e sup- 
ponghiamo che Bdy-t-Cdx sia nullo da se medesimo. In tal ca- 



) 
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so , perchè sia == ~ , basterà che sia Azzo, e la soluzione 



dy 



mci 



particolare si troverà eliminata ^jdsll’equazioni J?=o,ed Azzo. 

Ma si potrà allora ottener facilmente anche l’integrale comple- 
to; poiché nel raso di un tale integrale non essendo Azzo avre- 
mo d^-zzo , e — =a , e sostituendo questo valore di nell’ e- 
dr dx 1 dx 

quazione Zzzo , otterremo ani equazione finita tra x , y , e la co- 
stante a, che ne sarà l’integrale completo. Sia data per esempio 

1’ equazione y a — i — a xy^-t-(x a — differenziando avve- 
rar 4 — i)^ — aryj</^=°, e per l'integrale completo d.^zzo, 

% dy dv 

cioè -j^zza, sostituito il qual valore di nella proposta l’inte- 
grale completo sarà y*— i— %axy-*-a*(x a — i)r=o, cioè 
y — ax=j/'(i-M* 9 ) . Per trovar la soluzione particolare facciamo 

(:r a — ì)Ì^—xyzzo , e sostituendo il valore di nella proposta 
avremo la bramata soluzione x*-t-y a — jrroi 

In tutte l’ equazioni di questa forma avremo d.^zzo , e 
. dy 

quindi —zza , ed yzzax-*-l , e questo sarà l’integrale completo 

della proposta. Ma questo integrale non dovendo comprendere 
che una sola costante arbitraria a, per determinar b sostituiamo 
il valore di y nella proposta, ed otterremo una equazione tra a 
e b, dalla quale potremo esprimere b per a. Quindi per tro- 
vare la forma generale di quest’ equazioni ponghiamo bzzf.a, 

denotando una funzione qualunque, ed avremo ~~ zza ; e so- 
stituendo i valori di a e di b nella equazione yzzax-*-b ne rica- 
d Y dy 

veremo yzzx-^--*-<p. Infatti differenziando avremo 
o= , ove P er <P' - z indichiamo la quantità — t * , 

e quindi o d.-j-zzo , o x-*-<p' .-j-zzX > . La prima equazione ci- dà 
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—zza, e sostituito questo valore nella proposta ci dà yzzax-t-<p .a , 

dy 

e questo è l' integrale completo. Eliminando dalla proposta — 

j»er mezzo della seconda equazione avremo una soluzione parti- 
colare, la quale apparterrà sempre ad una curva, mentre l’inte- 
grale completo esprime una retta . Il Sig. Clairaut il primo ave- 
va osservato questo paradosso di varie equazioni, che s’ integra- 
no per mezzo della differenziazione, e che appartengono nel me- 
desimo tempo ad una retta e ad una curva. Ma la vera teoria di 
quest’ equazioni si deve al Sig. de la Grange , il quale ha mostra- 
to che lungi dal formare un paradosso, essa era una conseguen- 
za della dottrina delle soluzioni particolari. 

> 54 . 

Passiamo a cercare le soluzioni particolari dell* equazioni 
differenziali del second’ ordine. Sia data adunque l’equazione 
del second’ ordine Zzzo , ed il di lei integrale finito Vzzo, ove 
V conterrà due costanti arbitrarie a e b. Se riguardiamo b co- 
me finizione di a, ed V \n conseguenza come funzione di a:, y , 
cd a, dalle cose precedenti apparisce, che l’equazione V—o 
soddisfarà alla proposta anche uel caso di a variabile, purché 



abbian luogo l’equazioni — c 



{db} da" 



dr\ tdx\db 



db} da' 



(£kh(£è)z=°- ° p u " {£)*(, 

( dlT ), ( nelle prime delle quali si considera y 

\dyda } \ dy db/dn . 

come funzione di x ed e nelle seconde x come funzione di y 
ed a. Ora l’equazione Vzzo differenziata nell’ipotesi di a varia- 
bile ci dà dyzzpdx+i^jda^ (j ^} db , che si riduce a dyzzpdx a 

motivo di Q uintli avremo le quattro equazio- 



per mezzo delle quali se elimineremo a, b, e otterremo una 
equazione differenziale del prim’ordine, che sarà una soluzione 
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particolare della proposta. Al differenziale dell’equazione 1=0 
possiamo anche dar la forma dx=Pdy-t- (7^)^ e, l *!■ 

lora dedurremo la soluzione particolare dalla eliminazione di a, 
h , e ^ mediante le quattro equazioni V=o, £—P~o, 

fdx\ / dx\db / d*x \ / if»r \ db 

\da) ~*~\db)da ~~ 0 ’ * \dyda) ~*~\dydbj da 

Sia data per esempio l’equazione del second’ordine 

. a 

dy x*d*y ! dy fl'A* d*y . , c .. 

V — r-r-H -— = ( - 4 - — ar-7-^l ■+■ -r 1, , di cui 1 integrale finito 

J dx a dx» \dx dx»/ dx« 0 

completo è . Da questo integrale si deduce 

d £=p=*X+b , (g)= -H2 « , (§)=*-«* , (^£)=* a 

( dxdh ) ~ 1 > 6 809l ' tu * t ' q ues, t valori le quattro equazioni diven* 

teranno yzz -+-bx-*-a 2 -+-b a , zzax-*-b, f-aa-*-(a>+-2£) — sro, 

a <£r a oa 

ar-f- ■ “o , dalle quali eliminando a t b 9 e -j- otterremo IV- 



qiiazione 



,6 È^ 8 *'‘ 



dy 

■ ,6x) ^ -x ‘ 



che è una soluzione 



iò(i-4-x») 

particolare della proposta. Integrando questa equazione avremo 
una solueione particolare finita : a quest’ oggetto ponghiamo 
quella equazione sotto la forma 

-~j~ — i-{8x ’-t-ióx) £ — x 4 — i6j(i-t-x*)=o , ed estraendo la radi» 
ce quadrata avremo e 

quindi ^ t h’’*’ 2x ^ x ~*- x —dx\/( h-j») , ed integrando 

1 l/(i6r-t-4x®-KX«) vy ” 6 

|/(i6y-s-4a? a -f-x 4 )=irt/(i-«-x a )-»-log.[x-4-|/'(i-+-x !, )]-«-c. È da os- 
servarsi che questa soluzione particolare è trascendente, mentre 
l’integrale completo è algebraico. Se facciamo variare la costan- 
te c, ponendo *** x ^ =0 , avremo la soluzio- 

ne particolare i6y-f-4x a -t-x , ‘=o dell'equazione 
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-+-(8x’-*-i6x)^— x 4 — iOj'(i-*-x'*)=o, perchè il valore di c 

si troverà eguale ad una funzione di x. Ma non ne segue, che 
i6y--+-4ar 4 -t-a: 4 =o sia una soluzione particolare della proposta: 
acciò io fosse, bisognerebbe che ne risultasse =0 il valore della 



*I UantÌtà (££)= 



flY 



. Ma posto in luogo di ÌL 
8\/(i6y-*-^x*-*-x*) dx 

il suo valore questa quantità diventa ~ ’ 

quale non è resa nulla dall’equazione i6j-*-4 t * _ * _x4=:o • Dun- 
que questa equazione non è una soluzione particolare della pro- 
posta . 

Supponghiamo adesso, che non sia dato l'integrale comple- 
to finito dell’equazione del second’ ordine Zzzo , ma un integra- 
le primo completo V^O contenente una costante arbitraria a . 
E chiaro che l’equazione Z~o nasce, allorché si elimina a dal- 

fi y 

le due equazioni V=zo, e dV'—o, o sia d-j-—p'dx . Ma se sup- 

ponghiamo a variabile, in modo che il differenziale dell’equa- 

dy 

zione F’=o ci dia d^r=p' dx-*-q da , il resultato della elimina- 
zione sarà il medesimo, purché sia q'— { ^ x ^ a ) =0 • Quindi tro- 
veremo la soluzione particolare combinando l’equazione 

V àrda 

ne precedente, di cui un integrale primo è 



• |=:o con l’altra Frc, Prendiamo per esempio l’ equazio- 






ne 4 



7Ìx^(jv~ ax Y ~*‘ a * ' ne de( * t,rremo 
, ar)+- — 2 a 

/ fl a r \ \fix / a 1 . . 

\ di7t~i ) = 1 * e ponendo questa quantità =0 

2 (!£- ax Y 



lH-.r 



avremo 



& 



ar» 



— , il qual valore di a sostituito nell’ir.tcgra- 
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ìò 1B^ {8xK 



-i6x) 



• 11 . 

dx 



. , che è 



le primo precedente ci darà , 

i6(i-+-x*) 

la soluzione particolare trovata di sopra. Al medesimo resul- 
tato giungeremo prendendo l’altro integrale primo della pro- 
posta . 

Se dall'equazione Z—o differenziale del second’ ordine de- 
duciamo mediante la differenziazione l’ equazioni Z'—o , Z"~ o, 
Z'"xz o, ec. , troveremo come sopra, che acciò una soluzione del- 
la equazione Z—o soddisfaccia all’equazione Z— o, converrà 

che e 0 ; acciò soddisfaccia all’ equa- 

zione Z"sz o, oltre le prime due equazioni dovrà aver luogo an- 
che l’altra e così in seguito. Ma se le quantità 

( d ®y \ / d ® y \ 

dxda) ’ \dx^dà) ’ ec " a ^' * D ^ n ' t0 ùssero tu tte nulle, allora 

la soluzione particolare diventerebbe un integrale particola- 
re (i5a) : quindi nel caso di una soluzione particolare al- 
cuna delle quantità *da ) ’ ec ‘ non esw * r nulla . 

Perciò se ponghiamo dZ=Ad^^-*-B' ì -^-+-Cdx-*-Ddy , trove- 
remo come sopra, che nel caso di pna soluzione particolare 
dev’essere Ax=o , e quindi ‘LJLzsz— . Avremo in tal guisa 

due equazioni tra x, y, ÌL , e t L-Z , le quali eliminata 

dx dx » 

^9 y 

col mezzo della proposta dovranno ridursi ad una sola, 

dx % 

quando la proposta ammette una soluzione particolare, e que- 
sta sola equasdone sarà la soluzione cercata. 

Sia data per esempio l’equazione 
d*y 3 d*r\ dr d*y dy* . , 

) +* x T*-à* "*T. =° * D>ff«enziando questa e- 



*■( 



• i d s y o , 

quazione, e ponendo avremo le due equazioni 
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d*r dy d a v , d a r a 

x 1 -*-*** — -** 2 ^=o , a^^H-4^- 



d* a 



dx a 



dx « 



dy d a y , 

1C < I ua " 

li eliminata col mezzo della proposta si riducono alla sola 
dx a 1 ■ 

o, la quale perciò è una soluzione particolare della e- 
quazione data . 

1 55 . 



Può succedere che il differenziale di Z sia della forma 

dZ-Ad~-, svanendo gli altri termini: allora la sola equazione 
dx* D 

À — n combinata con la proposta ci darà la soluzione particolare. 
In questo caso è l’equazione precedente 

p° ic ' ,è ci 

dà (à(x^,)g-^g-^)£|=o. « quimli 

afx*- 4 -i'l^f--ax— — =o. onde si deduce il valore di 
v ’dx a dar a 

, -+-« 3 

a - r — . dx t e sostituito questo valore nella proposta si tro- 

dx* 4 (* a -Hi) 

va la soluzione particolare 

come sopra. 



Quando l’equazione Zz. ro è tale, che differenziata ci dà 
dZ—Ad < -—^-—0, se ne può facilmente trovare l’integrale com- 
pleto finito. Poiché dovendo in tal caso non essere A=o , avre- 
mo d^p^=0 , e quindi integrando *-bx-*-c . Ma siccome la 

propósta non è che del second’ordine, il di lei integralenon do- 
vrà comprendere che due costanti arbitrarie; onde una delle tre 
a , b , e c dipenderà dalle altre. Si sostituisca pertanto il va- 
lore di y nella proposta, e se ne otterrà una equazione tra a , b , 
e c, per mezzo della quale una di queste quantità sara determi- 
nata per le altre due. Sarà dunque in generale cz=F.{a , b), ed 
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.. d 2 Y « dy dv il*r 

di a— , b—-i sx= -j x ■ 

dx 2 dx . 

(pr dy x p\, onde 

\dx 2 ’ dx dx »/ 



ao9 



a motivo 



dx dx 2 



avremo 



dy 



x 2 dy 2 



K (c£ ’ Tx~ x S) sarà ,a forma 8 eneraIe di 
quell' equazioni, che s’integrano mediante la differenziazione. 



a dì r» 



ar 2 



Il di lei integrale completo sarà yzz —^--r-bx-*-F.(a , b) ed una 
soluzione particolare si troverà , se si elimina dalla proposta, 

d ^ y <m , 

e dal coefficiente di del differenziale della proposta posto 
=o . 

Da quello, che abbiamo detto, è facile ricavare il modo di 
trovare le soluzioni particolari dell’ equazioni differenziali di un 
ordine superiore al secondo. Merita di esser veduta una Memo- 
ria del Sig. de la Grange tra quelle dell’ Accademia Reale di 
Berlino dell’anno 1774-. ove conferma questa sua teoria dedu- 
cendola dalla Geometria, ed un’altra dell’anno 1779., ove l’ap- 
plica a molte ricerche importanti. Mi resta ad avvertire, che i 
medesimi principi servono a trovare le soluzioni particolari, 
quando le variabili contenute nell’equazioni sono più di due. 
Sia Zxzo una equazione differenziale del prim’ordine tra le va- 
riabili x, y, e z, ed V~o ne sia l’ integrale completo , il qua- 
le perciò contenga una costante arbitraria a . Se il differenzialo 
di V—o ci dà dzzzpdx-*-p'dy , sarà Zzzo il resultato dell’elimi- 
nazione di a tra Vzzo, e dzzzpdx-+-p' dy . Se adesso facciamo va- 
riare a, le due equazioni V—o , e dz~pdx-*-p'dy saranno le stes- 
se , purché pongbiamo ed il medesimo perciò sarà il 

resultato dell’eliminazione di a. Quindi le soluzioni particolari 
si ricaveranno dall’equazione o (^jzzo, o , 

purché ne risulti variabile il valore di a. Sia data per esempio 



l’equazione dz=- 



xdx-+-ydy- 4 -zdz 



!| /(x a -*-y a -+-z 2 —m 2 ) 
pleto •xaz-^a 2 — % 2 -*-y 2 — m 2 : avremo 
Tom . II. 



, che ha per integrale com- 



(£)=- 



2 - 4- <7 
a 



a 7 
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( dr\ z-f-fl /dy\ z-4-a , , 

dZ) = ~T '\Ta)-~ ' e P°‘ te < l ue8te q ,iant,tà =0 Ci 
e quindi la soluzione particolare 



daranno tutte a— 
•*f -y 2 -+-z*=m : ‘ 



/ 



CAPITOLO Vili. 

Delle equazioni a differenze parziali . 

i56. 

Una equazione qualunque tra x, y , z, si chiama 

una equazione a differenze parziali del prim’ ordine. Una equa- 

“*■*••• (I) • (£) ■ (è) • (££) ■ ($é “ di “ 

una equazione a differenze parziali del second’ ordine; € cosi in 
seguito. L’integrazione di questa sorte d’equazioni presenta dif- 
ficoltà molto più considerabili , che quella dell’equazioni diffe- 
renziali ordinarie, delle quali abbiamo finora trattato. E sicco- 
me l’integrazione di queste si reputa compita, quando é ridotta 
nll’ integrazione di una funzione di una sola variabile, cosi una 
equazione a differenze parziali si ho per integrata, allorché si è 
ridotta alla integrazione di una equazione a differenze ordinarie. 
Abbiamo già vedute alcune di quest’ equazioni a differenze par- 
ziali , quando abbiamo cercate le condizioni d’integrabilità, o il 
moltiplicatore, per cui una data funzione di più variabili si 
rende una differenziale esatta. Ma fin d'allora abbiamo avverti- 
to, che il trovar direttamente da ciò il moltiplicatore era più 
difficile, che iotegrare la proposta equazione differenziale. Ades- 
so adunque, supponendo data l’integrazione di qualunque equa- 
zione differenziale ordinaria tra due variabili, passeremo a ve- 
dere, come si trovi l'integrale dell’ equazioni a differenze par- 
ziali . 



Sia dunque proposta l’equazione P > ove P 



una 



funzione qualunque data di x e di y. Se in questa supponghia- 
mo y costante avremo l’equazione ordinaria dzzzPdx, la quale 
integrata ci darà zzz/Pdx^-c . Ma poiché abbiamo supposta y 
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costante, e sarà funzione di y ; onde l'integrale della proposta 
equazione a differenze parziali sarà zzz fPd x-+- F.y , ove F.y rap- 
presenta una funzione qualunque arbitraria di y. Come aduu- 
que P equazioni a differenze ordinarie del prim' ordine compren- 
dono nel loro integrale una costante arbitraria, così l’integrale 
dell’equazioni a differenze parziali del prim’ ordine deve conte- 
nere una funzione arbitraria, la quale può esser qualunque, ne 
è soggetta ad alcuna legge, e può geometricamente rappresen- 
tarsi per l’ordinata di qualunque curva o regolare o irregolare, 
di cui la variabile contenuta nella funzione sia l’ascissa. 

Nella stessa guisa si ridurrà facilmente alla integrazione 

3 ualunque equazione, nella quale non abbiano luogo, che le 
ifferenze parziali prese per rapporto ad una sola variabile x . 
Una tal’ equazione posta y costante diventerà una equazione 
differenziale ordinaria. L’integrale di questa conterrà tante co- 
stanti arbitrarie, quanto è il di lei ordine, e se in luogo di que- 
ste costanti vi porremo altrettante funzioni di y, diventerà l'in- 
tegrale della proposta equazione a differenze parziali . Si vede 
adunque, che l’ intesale completo di una equazione a differenze 
parziali dell’ ordine n deve contenere n funzioni arbitrarie tra 
loro indipendenti . 

Se rosse proposta l’equazione 






A t'fz\ 

T' r 'V'W ) 'W ) '' 

posto essa diventerebbe 

4 •'•“■(£)•(£) 

ed il di lei integrale sarebbe una equazione tra x , y , ed a, cioè 

tra x, y, e (y—^j - Si supponga in questa equazione x costan- 
za 

te, e siccome allora diventa a differenze ordinarie, se ne otter- 
rà con i metodi soliti l’integrale, il quale sarà l’ integrale della 
proposta, se in luogo delle nuove costauti vi ai porranno altiet- 
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tante funzioni arbitrarie di x. Sia data per esempio l’equazione 

a '^“(S : ) =0;posto (^) =Me65adiventaa?:> '“(è) =0 ‘ ed a 

di lei integrale è Rimettendovi il valore di u 

questo integrale diventa ~~ ■+•/'’. y , il quale di nuovo in* 

’+fóyF.y-t-f.x , o 'sia ( perchè fdyF.y 



tegrato ci darà 



r a r a 



x 3 r a 



-+-F.y-hf.x , 



è una funzione arbitraria di y anch’essa) 

e questo è l’integrale dell’ equazione xy — ( ' 

Se l’equazione data sarà tra le quattro variabili x, y, z, ed 
a, e non vi saranno altre differenze parziali di «, che per rap- 
porto ad una sola variabile x , poste le altre variabili y e z co- 
stanti si troverà l’integrale di questa equazione con i metodi or- 
dinari, ma converrà ricordarsi che abbiamo supposte y e z co- 
stanti ; dunque in luogo delle costanti arbitrarie bisognerà porvi 
altrettante funzioni di y e z. Data per esempio l’equazione 

x-t-y+z — — °» ® e ponghiamo z ed y costanti avremo 

du— ±dx\/{x-+-y-*-z ) , ed integrando u— ± (*-f-y-*-z) * -+-c , e 
quindi 1’ integrale della proposta sarà 
n=dt y [/ (x-*-y-*-z) > -»-F. (3', z). 

Così ancora, se fosse data l’equazione 

d m + n .u\ / d m - hn ^ t M \ (dr^p.u' ' 

dxdy n dz n J 






\, m , nf 



'dy m dz* 



dx^dy m dz 



9=°’ 



l_)=r , essa diventerà 

, m, nf 



dy m dz 



,(^), 

L’ integrale di questa completato con un numero p di fun- 
zioni arbitrarie di y e z sarà F.(x , y, z, /■)= o, cioè 
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jfj x , y , , (— — ) i=o, e diventerà 

l K dy m dz\ 

r !d m \ ) /(FuS 

F.\x , y , z , ( — - ) frro , se facciamo ( )=tj . Integrando di 

ì \y m, S y dz n ' 

nuovo questa equazione avremo f.(x, y , z , j)=o, cioè 



/• \x> y, a, 



©I- 



=o , e questo integrale conterrà altre m fun- 



zioni arbitrarie di x e z . Finalmente l’integrale di questa ulti- 
ma equazione f. j x , y , s , conterrà n funzioni arbi- 

( dz 1 ) 

trarie di x ed y , e sarà l’integrale completo dell’equazione pro- 
posta. Si abbia per esempio l’equazione ; 

faccio ( ‘uydi )' =r ’ e P r0 P o9,a ** cangia in xj z—(^j= o, l’in- 

*-<p-(y , z )> cioè, rimesso il valore 



\dyd. 

tegrale della quale è 



x* >z 



di r ’ PoD &° (S)=*« ed ho 

— — - — > ®) ed integrando 

^—^—-*-f< t y<p\y> *)-t-F,(x, z), cioè, siccome fdy<p.{y, z) è 
una funzione arbitraria di y e z, e gli posso dare la forma ge- 
nerale tfi.(y, z) , r=—~-^-*-<p.(y, z)-*-J’.(x, z). Rimesso il valore 

( du\ oc ® y ® 2 

—J — — ~ , z)-t-F.(x , z), 
che integrata mi dà u= +fdz<p.(y, z)-+.fdzF.(x, z)+f (x,y), 

o sia più semplicemente u~^~- z ~ -t-<p.(y , z)+F.(x ,z)-i-f.(x,y), 
e questo è l’integrale dell’equazione xyz . 



Digitized by Google 



elementi 

N<*lla stessa maniera si potranno integrare l’ equazioni del- 
ia medesima forma tra un più gran numero di variabili. Allor- 
ché le variabili dell’ equazioni a differenze parziali saranno tre, 
le funzioni arbitrarie contenute nel loro integrale saranno fun- 
zioni di lina sola variabile; se le variabili dell’equazione saran- 
no quattro, le funzioni arbitrarie saranno funzioni di due varia- 
bili; se le variabili saranno cinque, le funzioni arbitrarie saran- 
no funzioni di tre variabili; e così in seguito. 



157. 

Da quest equazioni, che facilmente si riducono ad equazio- 
ni differenziali ordinarie, passiamo ad altre, le quali richiedono 
per ridufvisi ulteriori artifizj. Sia proposta l'equazione 

( 0 Sla 9—P P' P 0<t0 (j)^. c (^)=7 ■ Siccome 

ekz=pdx-4-qdy , avremo dz=d.px-t-d.qy—xdp—ydq } cioè , poiché 
q è una funzione di p che chiameremo P, 

dz-d.px—d.Py=.—{x-*~yF)dp , ove P'=z~ . Il primo membro 

di questa equazione essendo una differenziale esatta, convien 
che sia tale anche il secondo, lo che non può essere, se x-t-yP 1 , 
ed /\x-t-yP')dp non sono funzioni di p ; sarà dunque 
z—px—Py+Fp=zo, cd x-*~yP’=Fp. Si osservi che qui ed in 

d F * 

seguito indicheremo col segno F.p la quantità — e così pii- 

d Fd 

re porremo F'p in luogo di ec - L’integrale pertanto del- 

la proposta sarà compreso in due equazioni , cioè nascerà da esse 
mediante l’eliminazione di p . Questa eliminazione invero non 
può eseguirsi nella sua generalità , tna se si daranno ad F.p dei 
valori particolari, si potranno eliminata p ottenere degl’integia- 
li particolari contenuti in una sola equazione. 

Si abbia per esempio l’equazione pq— 1 ; avremo , e 

P 

quindi l’integrale sarà espresso dalle due equazioni 
z^px- t-X — F.p, x — ^--■zzF.p. Per ottenere uu’integrale par- 
ticolare facciamo F.p=a , cioè costante , ed avremo 
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z—pr-i-2. L — a, x — 2-—0 , ed eliminando p , zzz 2 \/xy — a. 

P P 2 

Sia dota in secondo luogo l’equazione p a ^-q a —i; avremo 
P=j/( , e perciò z=px-*-y\/{ i- p a )-F.p, 

x — ^ =F.p . Se ponghiamo F.pzza , otterremo 

z—px-t-y\/(i—p ì ) — o,x— __Z2 — _ — o , e quindi l'integrale 
particolare izq / / (x i -*-y a ) — a. 

Sia proposta finalmente l’equazione q~ap-*-b , ove a e b 
son quantità costanti; avremo P—ap-i-b , P'zza , e 
zzzpx-*-(ap-*-b)y — Fp , x-*-ayxzF .p . In questo caso si può elimi- 
nare generalmente la p\ perché essendo x+oy funzione di p, sa- 
rà viceversa p funzione di x-t-ay , e zzzp(x-t-ay) — F.p-t-by , cioè 
xzdby-^-f. ( x-*-ay ) . Questo integrale si può ottenere più facilmen- 
te nel modo seguente; nella equazione dzsxpdx-t-qdy ai ponga il 
valore di q , e si avrà dz — bd)—p(dx-+-ady) , ove siccome il primo 
membro è una differenziale esatta, dovrà esser tale anche il se- 
condo , cioè dovrà esser p funzione di x-+-ay , e quindi 
z—byxzf. (x-+-ay) . 

1 58 . 

Passiamo ad integrar l'equazione p=f.(x, q) . Siccome 
qdyxxd.qy—ydq , 1’ equazione dz~pd x-\-qdy diventa 
d(z — qy)—pdx — ydq , il secondo membro della quale dev’essere 
una differenziale esatta. Vi si sostituisca il valore di p in x e 
q , e s’integri la quantità pdx posta q costante, e sia fpdxzxS ; 

sarà f(pdx — ydq)zzS-+-F.q , e — ('^j+F’.q , e quindi 

Z — qy^S-t-F.q, le quali due equazioni formeranno l’integrale 
della proposta. 

Sia per esempio pzzXq , ove X è una funzione di x; avremo 
S—/Xqdx=q/Xdx , e quindi z=zq{y-*-fXdx)+F.q , 
—y—fXdxzzF.q . Per eliminar q si osservi , che siccome 
y-*-/Xdx è funzione di q , sarà viceversa q funzione di y*-fXdx, 
e z 2 xq(y-*-f\ dx)+F.q sarà anch’essa funzione di y+fXdx, cioè 
z-f-(y-*-/Xdx) sarà l’integrale della proposta. L’istesso si ottien 
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subito dall'equazione dz-q(Xdx-t-dy ) , dalla quale apparisce, 
che q e z devono esser funzioni di y-*-fXdx . 

ì5g. 

Sia data l’equazione z—f.(p, q) : siccome dz~pdx-*-qdy , 
sarà dy=— — — dxzz'~ —rdx , patto — zzr . Quindi si ricava 

d.(y — --t‘rx)zz~--*-xdr, ove, il primo membro essendo una 
differenziale esatta, dovrà esser tale anche il secondo. Nella 
quantità «i ponga il valor dato di z in p e q , o sia in q 

ed r , e supposta r costante sia J~ ^j-zxS ; sarà 

^'{^~-^xdr^jzxS-*-F.r , e quindi y — - — t-rxzxS -+-F.r, ed 

-j-j+F’.r , e queste due equazioni rappresenteranno l’inte- 
grale della proposta. Si potrebbe anche far’ uso dell’equazione 

dxzz— — £— • , e posto $-~s, ed f — -:=/? nella ipotesi di s co- 
P P J? J P° 

stante, si troverebbe 1 integrale della proposta essere espresso 

dalle due equazioni x — — -+-syzz:R-*-f .3 , ed yxx^-^-*-f’ .s . 

Sia per esempio z~pq , avremo S~ J'l-^~—qr , e quindi 
z—q-i-Fr, y=z-—rF.r-t-F.r. Così pure sarà R = ^f —P s * e 
perciò y=j-*-f.y, ed x=q-jf.j+f.j. Per mostrare, che 
queste due soluzioni sono le medesime, si ponga F.rzzrf.— ,e sa- 
rà F.r=f.— F.r—rF.rxzf.— , fatte le quali sostituzio- 

ni la prima coppia di equazioni si cangia nella seconda . 

Si abbia in secondo luogo z—p-*-q—q{i-*-r)-, sarà 

S = — (i-s-r)log.^ , e quindi x=log .q-+-F .r, 

J Q z 

_y=-l-+-log.y— rF.r+F.r, o sia x=log. 
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yzzi-hr-f-ìog.—^- — rF .r-t-F.r . Ma la proposta equazione si po- 
trà integrare più semplicemente così: a motivo di 7 =z— p ab- 
biamo dz—pdx-t-(z — p)dy , cioè ~ — dy— — (dx — dy) ; onde con- 

Z Z 



verrà che sia funzione di x— y , e perciò log.z— y=zF.(x— y ) , e 

z—e-*f.(x—y), poiché se log.z — y è funzione di x — y , sarà fun- 
zione della medesima quantità anche J—ze ^ . Per ve- 

dere, che la prima soluzione combina con questa, si osservi che 
in quella j— log.z=:i-*-r — Iog.(i-+-r) — rF.r+F.r , ed 
x — y— — i — r-t-( i-t-r)F.rF.r . Onde, siccome y — log.z, ed x — y 
sono funzioni della medesima variabile r, sarà una di queste 

quantità funzione dell’altra, cioè zzze^/.(x—y) . 



160. 

Vanghiamo ad integrar l’equazione p-*-PqxxZ , ove P e Z 
sono funzioni di a; e di y. Sostituendo il valore di p nella equa- 
zione d^—pdx-t-qdy avremo dszx.Zdx-t-q(dy—Pdx) . Sia M il 
moltiplicatore, che rende integrabile la quantità dy — Pdx , e 

sia fM{dy—Pdx)=S: sarà dzxxZdx-*--^jdS . Siccome 5 è una 
funzione data di x e di y, si potrà esprimere y per x ed S , so- 
stituito il qual valore Z diventi Z’ , e dovrà essere Z'dx-t—^dS 

una differenziale esatta, perchè eguale a dz . Quindi avremo 
zzx.fZ' dx-*-F .S , prendendo S costante nella quantità fZ'dx. Se 
è data per esempio l’ equazione p-*-yqxzx-t-y , sarà Pxzy , 

Zzxx-t-y , il moltiplicatore ideila quantità dy—ydx è — , ed 

Srzlog.j — x. Avremo perciò jrre , Z'xzx-+-e , 
fZ'dì , e x), ovvero 

z =^-+-y+f-y e ~ x • 

Supponghiamo adesso , che nella equazione precedente 
p-FPqxxZ sia P funzione di x e di y, e Z funzione di x, y , e z. 
Tom. II. a8 
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Sostituendo il valore di p in dzzzpdx-t-qdy avremo 
dz — Zdxzzq(dy—Pdx) ; e se M è il moltiplicatore, che rende 
dy — Pdx una differenziale esatta, in modo che sia 
fM(dy — Pdx)zzS, l’equazione precedente diventerà 



dz — Zdx^-jjdS . Essendo 5 una funzione data di x e di y, po- 



tremo esprimere y per x ed S, e sostituito questo valore di y se 
Z diventa Z' , sarà Z' funzione di x, z, ed S. Posta 5 costante 
sia N il moltiplicatore, che rende dz — Z'dx una differenziale 
esatta, e sia fN(dz—Z’dx)zzR ; sarà R una funzione di x, z ed 

S, ed avremo N(dz — Z'dx)— (^^dx+(^^dzzzdll— . 

Sostituendo questo valore di dz—Z'dx nella equazione 
dz—Z'dxzz-^dS otterremo dRzz e “cciò que- 

sta equazione sussista, converrà che ileoefficiente di dS non 
contenga altre variabili che il, ed 5, e quindi sarà R funzione 
di S , cioè RzzF.S sarà l’integrale della proposta. Dipende per- 
tanto l’integrale dell’equazione data dalla integrazione delle 
due equazioni dy — Pdxzzo, e dz—Zdxzzo ; poiché se l’integra- 
le della prima è S^a, ove a è una costante, e quello della se- 
conda, dopo di avervi sostituito il valore di y in x ed a, è 
/?=£, ove b è la costante portata dalla integrazione, si otterrà 
l’integrale della proposta , se in Rzzb si porrà S in luogo di a , 
e F.S in luogo di b. 

Sia per esempio ZzzXz-*-Y , essendo Xed f funzioni di x e 
di y, cioè si debba integrare l’equazione lineare p-+-Pq—Xz-+-}\ 
così chiamata, perchè in essa z e le sue differenze parziali non 
oltrepassano la prima dimensione. Sia Szza l' integrale dell'equa- 
zione dy — Pdxzzo, e sostituendo il valore di y in * ed a, o pu- 
re.in r ed 5 ma riguardando S come costante supponghiamo che 
lo quantità A" ed Y diventino X' ed Y. Avremo l’equazione 
dz — X'zdx — Ydxzzo, di cui l’integrale ( 187 ) è 

z—e^^ x (b-t-fe~^^^ x -.Ydx) ; e quindi 

zzzef^ d x (F.S-*-je~J^ . Y'dx) sarà l'integrale della proposta. 

161. 



Questi sono i 



principali artifizj .usati dagl’ inventori ,di 
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questo calcolo i Sigg. Euler e d’ Alembert per integrare l’eqtia- 
zioiii a differenze parziali del prim’ordine. Passiamo adesso ad 
altri metodi più generali, ed in primo luogo esponghiamo quel- 
lo del Sig. de la Grange per integrare l’ equazioni a differenze 
paiziali del prim’ordine tra un numero qualunque di variabili, 
nelle quali le differenze parziali son lineari. Sia datn in primo 
luogo l’equazione 

ove X, Y, e Z son funzioni di x, y, e t. L’equazione 
dzrz sostituitovi il valore di diventerà 

Xdz—Zdx — (^~\j(Xdy — Ydx)—o . Per soddisfare a questa equa- 
zione prendiamo ^ , ed avremo 

m(Xdz—Zdx)-+-n(Xdy—Ydx)—o . Siano m ed n tali , che il pri- 
mo membro di questa equazione sia una differenziale esatta 
—dS, e l’equazione 5=a soddisfarà alla proposta. Infatti diffe- 
renziando avremo m{Xdz~Zdx)-+-n{Xdy—Ydx)-zxo, e quindi 

8 sostituiti questi valori la propo- 
sta X^^-a-Y^^—Z diventerà identica. Per mostrare come 

si debbano trovare le quantità m ed n si formino le due equa- 
zioni 

Xdz—Zdxsx. o 






Xdy — Ydxzzo, 



e da esse se ne potranno dedurre altre, due integrabili , ciascuna 
delle quali sarà della forma m(Xdz—Zdx)-*-n(Xdy — Ydx)zz o . 
Infatti eliminando daH’equazioni (A) una delle variabili, per 
esempio y, otterremo una equazione, che in generale sarà del 
aecond’ ordine , tra z ed x, l’integrale della quale conterrà due 
costanti arbitrarie a e b. Si sostituisca il valore di dz dedotto da 
questo integrale nella prima deli’equazioni (A), e ai avrà un’al- 
tra equazione finita tra z , x , y , a , e b . Queste due equazioni 
esprimeranno l’integrale dell’ equazioni (A), e se da esse elimi- 
neremo a a b, giungeremo all’ equazioni S~a, ed R~b . L’e- 
quazione S=a differenziata ci darà S’dz-*-S"dx-*-S’"dy=o , e so- 
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stitqendoti il valore -di dz preso dalla prima dell’eqnazioni ( A) 

( SZ v 

"Y -*-S”\dx-t-S'"dy=o , e siccome deve combina- 
re con la seconda dell’ equazioni (A), avremo S"'^nX , 
^~*-S'——nY r . Similmente l’equazione S'dz-t-S"dx-t~S'"d)~o 
sostituitovi il valore di dv preso dall'equazione Xdy—Ydxzzo 
prende la forma S'd~-¥^S"-t-—^-jdjr=:o, e poiché dev’ esser d’ac- 
cordo con l’equazione Xdz — Zdx— o, sarà S'zzmX , 

S"-*- ——mZ . Avremo pertanto S'zzmX , S’"zznX , 

S''——mZ — nY, e l’equazione S'dz-t-S"dx-+S'"dy—o sarà della 
forma m(Xdz — Zdx)-t-n(Xdy — Ydx)~ o. È adunque possibile di 
dedurre dall'equazioni ( A ) altre due equazioni finite Szza , 
Rzzb, ciascuna delle quali soddisfarà alla proposta. Ma ad essa 
soddisfarà ancora l’equazione S-*-cR=zg, ove c e g son costan- 
ti; poiché unche il differenziale di questa sarà della forma 
m(Xdz — Zdx)-t-n(X dy — Yd. x)—o. L’equazione S-+-cRzzg non è 
che un’integrale particolare della proposta; ma se ne potrà ot- 
tenere l’integrale completo col seguente elegantissimo metodo. 

Facciamo gzzF.c , e 1 ’ equazione S-wRzzF.c soddisfarà 
sempre alla proposta, anche nella ipotesi di c variabile, purché 
il termine proveniente dalla variazione di c, o sia il coefficien- 
te di de nel differenziale di questa equazione sia =;o. Converrà 
dunque che nel caso di c variabile sia R~F .c , e l’integrale 
della proposta sarà espresso dalle due equazioni S-t-cRzzF.c, ed 
RzzF.c, e sarà completo, perchè conterrà la funzione arbitra- 
ria F. Ora essendo R funzione di c, sarà viceversa c funzione 
di R, e quindi anche S— — cR-t-F.c sarà funzione di R, cioè 
S—<p.R sarà il cercato integrale completo . Quindi per integrare 

'equazione 8 * f orm ' no le due equazioni 

Xdz—Zdxzzc, 

Xdy — Ydxzzo , 

le quali integrate ci diano l’equazioni finite Szza, Rzzb, ove a 
e b son le costanti portate dalla integrazione; e sarà Szzf.R 
l’integrale completo della proposta. 

Se invece di sostituire nella equazione 



1 
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dzzz (Jjjjdy il valore di vi avessimo posto quello 

di in luogo dell’ equazioni (A) avremmo ottenute l’ equa- 

zioni ( B ) 

Ydz—Zdy— o, 

Ydx-Xdy—o, 

le quali equivalgono adequazioni (A). Infatti le seconde sono 
identiche, e l’equazione Ydz — Zdyxzo si può mettere sotto la 
Y Z 

forma Xdz — Zdx) — ~(Xdy — Ydx)—o . Onde niente di più si 

ottiene da questo cangiamento di sostituzione: e questa riflessio- 
ne si applichi anche alle cose seguenti. 

Data per esempio l’equazione * ^ or ” 

miamo le due equazioni x a dz—yz*dxxzo, x a dy—y a dxz =o . La 

seconda integrata ci dà onde si ricava y— ~~~c » so ~ 



stituito il qual valore la prima diventa xdz- 



z» 



dxzzo , e ci 



dà per integrale e " ~b 



i — ax 
x 



cioè e " s zby rimesso y in 



. Onde e x =zyF.^ r ^ sarà l’integrale della 



xjr 



luogo di 
proposta . 

Sia data in secondo luogo l’equazione x(^j^-*-z(j^zzy : 

avremo 1’ equazioni xdz—ydxzz 0 , xdy—zdxzz o . Mediante la 

somma o la sottrazione di esse otterremo l’ equazioni 

xdz — ydx-*-xdy — zdxzxo , xdz — ydx — xdy-t-zdxzzo , l’ integrali 

delle quali sono — -=a, x(z—y)z zb; e quindi l’integrale della 

proposta sarà z-k-y~xF.x(z — y) . 

Passiamo all’equazione 

J - v /J-t 

zzZ 



*(£M§MD= 



tra le variabili x, y, u, e z, ove siano X, Y , V, e Z fun- 
zioni delle medesime variabili. Nell’equazione 
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(dz 



**= (£) d “ 809tituia(n0 i! val ° r e di ri- 

cavato dalla proposta, ed avremo 

Xiz-Zdx- (±j(Xdy-Ydx)-(^)(Xdu- Vdx)=o . 

Per soddisfare a questa equazione facciamo 

Xdz — Zj di ::=£> 

Xdy— Ydxzxj 
Xda—Vdvxzo, 

e da queste mediante l’integrazione ricaviamo l’equazioni finite 
R~>*, Szz3 , T—y, e come sopra dimostreremo, die alla propo- 
sta soddisfi! l’equazione R-+-aS-*-b Txzc . Ponghiamo c=F.(a, b) , 
e l’equazione R-*-aS-*-bT—F.(a , b) soddisfarà sempre alla pro- 
posta, anche nella ipotesi di a e b variabili, purché la variazio- 
ne dipendente da a e da b sia eguale a zero. Converrà dunque 
che sia Sda-*-Tdb—d.F.(a, b)\ e siccome il secondo membro di 
questa equazione è una differenziale esatta, dovrà esser tale an- 
che il primo, e perciò bisognerà che S e T siano funzioni di a e 
di b, e viceversa che a e b siano funzioni di S e di T . Quindi 
anche R— — aS — bT-t-F.(a, b) sarà funzione di 5 e di T, cioè sa- 
rà R=p.(S, T) l’integrale completo della proposta , 

Data per esempio l’equazione 

formiamo l’ equazioni 

xdz— (u-t-y)dx—o 
xdy — (z-t-u)dxxz o 
xdu — (z-t-y)dx^o . 

Da queste si deducono le tre seguenti combinazioni 
xdz — xdy—ydx-t-zdxxzo 
xdy — xdu — udx-t-ydxxzo 

x(dz-\-dy-*-du) — a(z-*-y-+-n)dx=o , 
le quali integrate ci danno xz—xyz=», xy—xuxz -} , z-4-y-+-M=pr*; 
e perciò l’integrale completo della proposta è 
z-t-y-t-u—x 2 F.(xz—xy , xy—xu) . 

Continuando il medesimo discorso vedremo in generale, 
che data l’ equazione 
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pialunque sia il numero delle variabili z, x ,y, u, t, ec., se 
'ormeremo l’ equazioni 

Xdz—Zdmo 
Xdy — Ydxzz. o 
Xdu—Vdxr . ro 
Xdt—Tdx= o 



ec. 



e mediante l’ integrazione di esse otterremo l’equazioni finite 
P=a, P'zzfi , P"=T, P'"=$ , ec. sarà Pz=.<p.(P ' , P" , P'", ec. ) 
l’integrale completo dell’equazione proposta . La dimostrazione, 
che dà di questo metodo il Sig. de la Grange, è diversa dalla 
nostra; noi abbiamo scelta questa, quantunque meno diretta, 
perchè ha più analogia con le cose seguenti. . 

Per dare un’esempio generale, prendiamo ad integrar 1 e- 

quazione 

ove n è costante. L’equazioni xdz—nzdx — o, xdy yax~o , 

xdu-udxzz o, xdt-tdx= o. ec. integrate ci daranno *=«*" , 
y—Jx , u—yx , t=zSx, ec. Dunque 1 integrale della proposta sa- 
rà zz=x n F.{^~ , — , — , ec.^ , cioè sarà s una funzione qualun- 
que omogenea di n dimensioni delle variabili x, y, u, t, se., 
come avevamo osservato di sopra. (n4) 



i6a. 



Dall’ equazioni lineari passiamo a quelle che non lo sono: 
qualunque equazione a differenze parziali del prim’ ordine tra le 
variabili x , y, e z è una equazione finita tra le quantità 
x, y, z , p, e q, dalla quale una di queste quantità , per esem- 
pio?, è determinata per le altre. Sarà dunque q una funzione 
data di x,y,z, e p, e la questione si riduce a trovare, qual 
funzione di x, y , e z debba esser p , perchè l’ equazione 
d z —pdx—qdy = o riesca integrabile. Quindi per le condizioni 
d’integrabilità dovrà essere 

' (£MgM£M£)=°- 

E siccome q è una funzione A\ x, y , z, p , e p dev’essere una 
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funzione di x, y , z\ se differenziando l’equazione proposta ab- 
biamo dq~Adp-*-Bdx-*-Cdy-*-Ddz, sarà 

, e l’equazione di condizio- 
ne precedente si potrà mettere sotto la forma 

<*> ^(È)-(0)*(f^>É)* a ^ D =o • 

Trovato il valore di p , cioè l’integrale dell’equazione (a), avre- 
mo anche quello di q, e sostituiti questi l’equazione 
dz—pdx—qdy^. o o da se stessa o mediante un moltiplicatore si 
potrà integrare , e ci darà l'integrale della proposta equazione a 
differenze parziali . 

Ma l’equazione (a) è lineare per rapporto alle differenze 
parziali ^ ^ quindi potremo servirci del metodo 

precedente, e formando le tre equazioni 
Adp-*-(B-<rpD)dxzzo 
(b) Ady-t-dx-zzo 

Ade — (pA—q)dx^zo , 

se avremo integrandole tre equazioni finite, ne ricaveremo T in- 
tegrale completo della equazione (a) , e quindi anche quello del- 
la proposta. Non è però necessario d’integrar completamente 
l'equazione (a), ma basta trovare un valore particolare di p , il 
quale contenga una costante arbitraria a; poiché siccome con 
questo valore di p l’equazione dz—pdx — qdyzx,o diventa integra- 
bile , sia M il di lei moltiplicatore, e fM(dz—pdx — qdy)~N , 
ove N conterrà la costante a, e alla proposta soddisfarà ì’ equa- 
zione Nzxb . Facciamo a variabile, e bzzF.a, e l’equazione 
2V=F.a soddisfarà alla proposta anche in questa ipotesi , purché 

sia ^=F.a; e quindi l’integrale della proposta sarà espres- 
so dalle due equazioni N—F.a , (^pj=:F.a, cioè nascerà dal- 
la eliminazione di a mediante queste due equazioni, e sarà com- 
pleto, perchè conterrà la funzione arbitraria F. 

Per dare alcuni esempj di questo metodo, supponghiamo 
che sia q una funzione- di p e e, che chiameremo P, e sia 
dq—P dp-t-P' 1 dz . Avremo dunque A—P\ B: ro, D—P", e T e- 
quazioni (b) diventeranno 
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Fdp-*-P' ’pdx—O 

P’dy-t-dx—O 

P'dz — (pP' — P)dxz= o . 

Sostituiamo nella prima il valore di dx preso dalla terza, ed 
avremo (pP ' — P)dpx-P" pdz~o . Questa equazione tra le due va- 
riabili p e z integrata ci darà p per z e per una costante a, e 
questo valore particolare di p ci darà il valore completo di z . 
Infatti 1’ equazione dz—pdx — Pdyzzo divisa per P diventerà 

— dyzzo, e siccome p e P son funzioni di z, la quantità 
sarà una differenziale esatta , perchè tale è dy. Onde se 



N =J~ —p—, l’integrale completo nascerà dalla eliminazione 

di a tra le due equazioni N—yxzF.a, e ^—^xzF.a. Sia per un 

caso particolare P=zp 3 Z , essendo Z funzione di z; l’equazione 
... a . , dz—pdx Zdz dx 

tra p e z ci darà pzz y , e quindi sarà — -p = — — , e 

l’integrale della proposta sarà rappresentato dalle due equazioni 

±JZdz-^-y=F.a, -±JZd*+±=F.a. 

Sia in secondo luogo una funzione P di p ed x eguale ad 

una funzione Q di q ed y , avremo > 

> D—o , e la prima dell’ equazioni (b) diventerà 

cioè dPz=o, e Pxza. Quindi si ricaverà il valore di p in x ^3 a, 
e siccome P=Q, sarà anche Qxza, e q sarà data per y ed a. Per- 
tanto l’equazione dz—pdx — qdy^o integrata ci darà 
z—fpdx—fqdy—F.a , e combinando questa con 1’ equazione 

— j ^^jdx — J (^Jdy—F .a ne dedurremo l’integrale com- 
pleto della proposta. Se per esempio x*p*^yq a , ponendo 

x 3 p a —yq*—a 2 avremo p—~, q-=.±-^— , e l’integrale comple- 

x [/ y 

to sarà espresso dalle due equazioni z — alog.xz&ia^yzzF.a , 

Tom. II. 39 
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—log .xz^m/yzzF .a . Sarà dunque log.xztzm/y una funzione di 
a e viceversa a sarà una funzione di log.a^oj/y; onde an- 
che zzza(log.ar±:^l/y)-*-F.a sarà una tal funzione, cioè 
z=f.(\og.x±u/y). 

Sia data in terzo luogo tra p , q , x ed y una equazione ta- 
le, che ie ed y formino insieme in ciascun termine una dimen- 
sione nulla. Facciamo y =u > e pr°P 0Sta si cangerà in una 

equazione tra/», q ed u, dalla quale si ricaverà q—P , essendo 
P una funzione di p ed u. Posto dPzzFdp-*-F'du sarà A=F, 

( 1 . pit 

— , e le due prime equazioni (b) diventeranno 

X * P" 

P'dp-+- — dxzza 

r 

P'dy-+-dx—C . 

P" 

Paragonando i due valori di dx avremo dp— —dy=zo , cioè 

P"ix P"du ... dx xdu _ 

dp— — — — “o , perchè dy=z - — — . Da questa equazione 

r uyu u u 

si ricava —dx=zudp-*-F'du , e sostituendo questo valore nella 

prima abbiamo u dp-+-Fdp-+-P”du=udp-*-dPz=o , la qual’ equa- 
zione, che è tra/» ed u, integrata ci darà il valore di p per u ed 
una costante a . Adesso la quantità dz—pdx—qdy sostituito il 
valore di dx diventa dz—pydu—(pu-*-P)dy , e siccome 
pdu=zd.pu—udpx=dpiiH-dP , essa si cangia in 
dz—y(d.pu+dP)— (P“-*-P)dy , l’integrale della quale è 
z y(j >u ^ r P). Dunque l’integrale della proposta sarà espresso 

dalle due equazioni z-xp—yP=F.a*e -x(^—y(-£}=F.a . 

Sia in quarto luogo g—p n XYZ, ove X , 1 , Z sono fun- 
zioni respettivamente di x, di y, e di z. Avremo 

Axzn P n ~ l XYZ, B=p n YZ^, D=p n XY% , onde la prima 
e la terza dell’ equazioni ( b ) diventeranno 

nXZdp-*-p (z-fo -*-pX^jdx=o 

ndz-(nr-i)pdx=o . 
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Se nella prima di quest' equazioni in luogo di ^~dx pon- 
ghiaino il suo valore n ^_~ X dZ ricavato dalla seconda, avremo 
nXZdp+p (zdX+^-XdZ^c , cioè d? 

I T 

ed integrando pX n Z n ~~ l —a . Sarà dunque 



p nX (n— ìJZ' 



pzuaX 



i 

n 



n ~ l , <p=a n YZ n ~ l 



e perciò la quantità 



dz — pdx — qdy~dz—aX n Z n 1 dx — aP'YZ n 1 dy : on- 

de l’integrale completo della proposta sarà espresso dalle due 

i i 



equazioni fZ n 1 dz — afX n dx — a. n fYdyz=.F.a . , 

i 

—/X " dx—na n ~ 'fYdyxzF.a . 

Si deve al Sig. de la Grange il metodo esposto , per cui una 
equazione qualunque del prim’ ordine tra le variabili x , y, e z 
si riduce ad un’altra, nella quale le differenze parziali sono li- 
neari . Si può consultare una Memoria del Sig le Gendre tra 
quelle dell’ Accademia delle Scienze di Parigi dell’anno 1787., 
ove egli percorre con diligenza tutti i casi, nei quali l’integra- 
zione può eseguirsi . 

i63. 



Ma senza ricorrere all’equazione (a) per ricavarne il valore 
di p, basta, per trovar l’integrale completo della proposta, che 
si conosca un valore particolare di a , il quale contenga tutte 
le variabili della proposta, e due costanti arbitrarie indipenden- 
ti a e b. Perchè differenziando questo valore di z nella suppo- 
sizione di a e b variabili avremo dz=pdx-*-qdy-t-Mda-*-Ndb , e 
perchè l’integrale trovato soddisfaccia alla proposta anche in 
questa ipotesi, converrà che sia Mda-*-Ndbao . Ora, acciò que* 

N 

sta equazione sussista, bisognerà che sia una funzione di a e 
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di b, e quindi b una funzione di a. Sia dunque bzzF.a, e poi- 
ché Mda-t-Ndb^o , sarà M -t-IVF' .a~o . Per mezzo delle due 
equazioni bzzF.a, ed M-*-NF.a~o si potrà concepire, che sia- 
no eliminate sei dalla relazione data tra x , y , z, a, e b, e si 
avrà l’integrale completo con la funzione arbitraria F. 

Generalmente, data una equazione a differenze parziali del 
prim’ ordine tra una funzione z, ed un numero qualunque di 
variabili x, y , u, t , ec., se si conoscerà un valore particolare di 
z , il quale contenga tutte le variabili x, y, u , t , ec. , e tante co- 
stanti arbitrarie a, b, c, e,ec., quante sono queste variabili, ne 
potremo facilmente dedurre l’integrale completo. Poiché diffe- 
renziando nella supposizione di a, b , c, e, ec. variabili avremo 
dz—pdx-+-qdy-*-rdu-tsdt-t-ec. 

-i-M da-*-Ndb-+-Pdc-*-Qde-*-ce. 

Facciamo a=:F.(b, c, e, ec.), ed il valore di dz diventerà 
dzzzpdx-*-qdy-*-rdu-+-sdt-+-ec. 

e questo valore soddisfarà alla proposta, come nel caso di a, b , 
c , ec. costanti, purché sia 

m Q+ n =° 

m(£)~p=° 



ec. 



Quest’ equazioni Bono tante di numero, quante sono le quantità 
b,c ,e, ec. ; dunque potremo concepire, che per mezzo di esse 
e di axxF.(b, c,e, ec.) si eliminino le quantità a,b, c, ec. ed 
avremo così l’integrale completo con la funzione arbitraria F, 
che ha la dovuta generalità. 

Per fare sparire i termini Mda-t-Ndb-i-e c. , invece di sup- 
porre a—F.(b,c,e,e c.), potevamo far subito Mz ro, i\ — o , 
dz\ / dz\ ! dz 

dd)-°’ (dà ) -0 ’ \Jd 
ni ci daranno i valori di a, b, c , ec. , e sostituendoli nel valore 
di 2 avremo una nuova relazione, la quale ancora soddisfarà 
alla proposta equazione. In tal modo non avremo l’integrale 
completo, perchè non conterrà una funzione arbitraria; ma se 
i valori di o, b, c, ec. saranno variabili, avremo una soluzione 



Pzzo , ec. , cioè 



^=0,ec. Quest’ equazio- 



♦ 
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particolare della proposta non compresa nell’integrale comple- 
to, appunto come abbiamo veduto succedere nell' equazioni dif- 
ferenziali ordinarie . Si veda sù questo soggetto una Memoria del 
Sig. de la Grange nella Storia dell’ Accademia di Seriino 
dell’anno 1774* 

164. 

Passiamo a trattare dell’equazioni a differenze parziali del 
second’ordine. La prima equazione , che si sia presentata ai Geo- 
metri, è la seguente; ^ a » ove a è costante, la qua- 

le serve ad esprimere il moto di una corda in vibrazione: il Sig. 
d’ Alembert ne trovò l’ integrale nel modo seguente . Posto 
dz—pdx-ir-qdy , djK=rdx- 4 -sdy, e dqxzsdx-*-tdy , quella equazio- 
ne si riduce a f=a 4 r; e quindi avremo dpzzrdx-^sdy , 
dqxzsdx-t-a 1 rdy , e perciò adp-t-dq—(ar-ts)(dx-*-ady ) . Converrà 
dunque che sia ar-*-s, ed in conseguenza anche ap-t-q una fun- 
zione di x-*~ay. E se osserviamo, che a può prendersi tanto po- 
sitivamente, che negativamente , avremo le due equazioni 
q-*-apzzF ,(x-*-ay ) , e q — apxzf.(x — oj); onde ottcngbiamo 

dz—pdx-\-qdy=z ^(dx-+-ady)P.( x-wjy ) — -^(dx—ady)f .(x—ay ) , 

ed integrando z= ~^F.(x-^ay)—-^f.{x—ay), o sia piò sempli- 
cemente z— F. ( x-t-ay}-*-/, (x — ay) . 

11 Sig. Euler per integrare ia medesima equazione introdu- 
ce in luogo di x e di y due nuove variabili a e /? in modo, che 
sia az^x-t-by , (Iz^c-t-cy . Si ha in tal guisa 

©= (sXc)- 1 - (i|)(s) = (ss)* (33) • 

(IM0M)(ÌM£M0) ■ 

( d2z \_ ( dìz \ l d * z \ ( d%z \ 

Xdx 3 )^ \da a /\dad{i/\dp*) ’ 

& - e sostituiti <* ue8ti va - 

lori la nostra equazione diventa 

(ia ^ 3 KSK 2(ic ^ l H^H c9 ” &a) (^) =o • Si faccia 
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i— t», c=— a, ed avraisi a—c-*-iy , jJ—v—ay, e T equazione 
( da ' ) ') :=0 ’ l'* nte 8 ra ^ c della quale è z-F.a-t-f.p, cioè 
z=F. (x-¥-ay)-*-f.(x—ay ) . 

Nel caso di a 2 negativo l’equazione (j—^+ -<* 2 (j~t)~° 

avrebbe per integrale zzzF.(x-bayl/— \)+f.(x—a.y\/ — i), il qua- 
le perciò comparirebbe sotto una forma immaginaria . Per ridu ria 

reale si faccia F.(x-t-ay^/— t)=zp.(x-t-ay\/— *}, 

/■(■e— ay\/— i)—p.(x— ay\/ — i)— ^ t e 8 i avrà 

:p.(x-+-ayl/— -J—¥.(x-hayy'~ i )—-2—V.(x-ayy'- 1 ) , 

la quale è sempre reale, e ci dà l’integrale completo, perchè 
contiene le due funzioni arbitrarie p e ’P. 

i65. 

Data l’equazione piò generale 

( ir * h A (^)^ B (^)^ c &)- t - D ( i )- hEz -*- T:=0 ’ 

ove A, B, C, D, E, e T sono funzioni di x ed y, la quale si chia- 
ma lineare, perchè tanto z che le differenze parziali non v’en- 
trano che linearmente, potremo ridurla ad una forma piò sem- 
plice, introducendo in essa in luogo di x ed y due nuove varia- 
bili « e j? . Avremo adunque 

(ÈH£)(£M!)(f) • (f)=(£)(£M$X: I) - 

/d*z\ / d*z\/da \ » / d*z \/da\/d3\ 






d a z 



( 



d*z 

d.i* 



)(tM) 



(Jr.)~(^)(è) ^ (lTd§l\dy)\dy 
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Sostituiti questi valori l’equazione proposta prenderà la forma 



ove sarà 
/da\ » 



«=(^h(4)^0him^- 

Posti M e P eguali a zero svaniranno in questa nuova equa* 
zione il primo ed il terzo termine, e l’ equazioni Mzso, Jto ci 
daranno i valori di a e di ^ per x ed y . Supponghiamo che k 
e k' siano le due radici dell’equazione k 1 -+-Ak-+-Bz=.c , e per de- 
terminare a e § avremo (^)=*(^)> e (^)=*'(|!)': - Inte- 
grando quest’ equazioni lineari a differenze parziali otterremo in- 
finiti valori di a e di /?, tra i quali potremo scegliere i più 
semplici. L’equazione data sarà ridotta pertanto alla forma più 
semplice 

ove a, b, c, e t sono funzioni di « e di (i. 



Il Sig. Monge ha applicato all’ equazioni del second' ordi- 
ne il metodo del Sig. de la Grange per quelle del primo . Sia 
proposta l’equazione 

(£M^M£K=°- 

ove siano A, B , e C funzioni di x, y , z, (- 3 -) , . Ponendo 
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dp=zrdx-+-sdy , dq=sdx-+-tdy , e sostituiti i valori di r e di t pre- 
si da quest' equazioni la proposta diventerà 

dpdy-*r Bdqdx-+-Cdxdy — s^dy 1 — Adxdy-^-Bdx a )~o . 
Consideriamo le due equazioni 

( A\ dpdy-+-Bdqdx-*-Cdxdyzxo 
' ' dy a — Adxdy-+-Bdx*—o, 
la seconda delle quali si risolve nelle due dy — kdxzzo, 
dy — k'dxzz o, ove k e k' sono le due radici dell’equazione 
k’ 1 — Ak-*-Bxzo. Se nella prima ponghiamo kdx in luogo di dy , 
essa diventerà 

kdp-<r-Bdq-+-Ckdx—Q . 

Adesso supponghiamo, che nella equazione 

( i ) m(kdp-i-Bdq-*-Ckdx)-+-n(dy — kdxzzo 
il primo membro sia una differenziale esatta z=dV\ l’equazione 
V~a soddisfarà alla proposta . Infatti differenziando questa avre- 
mo l’equazione (i) , e quindi, secondo che faremo variare o x 
sola o y sola, le due seguenti 

m(kr-t-Bs-*-Ck) — nk~o 
m(k$-t-Bt)-*-nzzo . 

Da queste si deduce r=z — —~s — C,t — — tt , sostituiti i 

1 m k Bm B 

quali valori la proposta diventa S^A — ^ o, la quale 

equazione è identica a motivo di A.» — Ak-*-Bxz o. Se potremo 
trovare altri due valori di m e di n, i quali rendano il primo 
membro della equazione (i) una differenziale esatta ~dU , l’e- 
quazione Lfcfl soddisfarà nella medesima maniera alla proposta. 
Di più, presa una costante qualunque a, la quantità dV-*-adU 
sarà una differenziale esatta , e sarà della medesima forma del 
primo membro della equazione (i); dunque alla proposta soddi- 
sfarà ancora l’equazione V+aU^c . Ciò è vero iene; son co- 
stanti; ma anche supponendole variabili, quella equazione sod- 
disfarà sempre , purché la di lei variazione per rapporto ad 
a e c sia eguale a zero. Converrà dunque che sia in questo ca- 
so Udaxzdc, cioè U e c dovranno esser funzioni di a, e vice- 
versa ac c funzioni di U, e quindi V—c — all sarà funzione di 
U, cioè V—F.u. Questa equazione adunque soddisfarà alla 
proposta, e perciò a motivo della funzione arbitraria F ne sarà 
un’integrale primo completo. 
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Se consideriamo l’altro fattore dy — k'dx=. o, ne potremo ti- 
rare delle simili conseguenze. E chiaro che questo metodo non 
è generale, perchè dipende dalla integrazione dell' equazioni (A), 
la quale spesso non potrà eseguirsi , giacché esse contengono 
più di tre variabili. Negli esempj seguenti percorreremo i diver- 
si casi , che possono incontrarsi . 

Supponghiamo in primo luogo, che nella equazione 
r As-\- — o 

le quantità A, B, e C siano costanti. Delle due equazioni 
dpdy-t- Bdqdx-t-Cdxdyzzo 
dy » — Adxdy-t-Bdx r»=o 

la seconda ai risolverà ne’ due fattori dy — kdjcxzo , dy — k'dxzzo, 
se chiamiamo k e k' le due radici dell’equazione k’ J — Ak-t-B= o. 
Quindi avremo integrando y—kx=a, y — k' jy—a! , e se prendiamo 
y — kxzza, la prima equazione diventerà 
kdp-*-Bdq-*-Ckd xxzo , 

che integrata ci dà kp-*-Bq-*-Ckxy=db , e quindi 
kp-*-Bq+CkxzzF .(y — kx) sarà uno degl’integrali primi della 
proposta, e da questo potrà (161) ottenersi l’integrale finito 

*-+- ~~ = F.(y — kx)-+-f . (y— jxj=zF.(y—kx)^-/.(y—k' x ) , perchè 

kk'=B. 



Se prendiamo y—k'xxxa', avremo l’altro integrale primo 
k'p-t-Bq-t-Ck'x^f .{y — k'x) , e da questo similmente potremo de- 
durre l’ integrale finito, che troveremo essere l’istesso di prima. 
Oppure sostituendo i valori di p e di q, che sono 

. r [y-kx)-f.(y-k' x ) kf.( x -k'x)—k’F'.(y-kx) 

P * k-k' » ® q ~ 

nella equazione dz—pdx-^-qdy avremo 



J3(k — k') 



dz — — Cxdx- 



p\(kdx — dy) F .(y—kx) 



k(k—k') y 

• ^_ff ^. k 'dx—dy)f.(y—k'x ) , ed integrando 

’ *(*—*’) F -b'— kx h- <y—v*) » cioè 



Cx » 



a 

Cx» 



hF. (y — kx)-\~f. (y—k'x ) , come sopra. 

Sia proposta in secondo luogo l’equazione 
q 3 r — xpqs-t-p 1 tzzo . 

Tom. IL 3 0 






y 



i 
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Avremo in questo caso A=- ^ , B = ^ , C=o, e perciò le due 
equazioni 

dpdy-^dqdx—c 
dy*-*-^-dxdy-\-^j-dx 2 — o . 

Dalla seconda abbiamo (qdy-*-pdx) a =ziz 2 =o , cioè z=a, e sosti- 
tuito nella prima — ^ iu luogo di dy , essa diventa 

qdp—pdq— o, ed integrata ci dà />=% , e quindi p—qF.z è uno 
degli integrali primi della proposta. Se all’equazione 

qdp—pdq—O moltiplicata per ~ aggiungiamo l’equazione se- 

concia tjdy-t-pdx moltiplicata per — avremo 

x\gdp—pdg) ^pix _ i _ iì — integrando . che sarà 

q % q J 7 

l’altro integrale primo. Dai due integrali trovati eliminando 

otterremo xF.x-*-y=f.s , che è l’integrale finito della pro- 

q 

posta. 

Sia data in terzo luogo l’ equazione 
4 

r-t-i — —p= o ; 

X-+-JT 



4 p 



x-t-y 



■dxdyzzo 



cd avremo le due equazioni 

dpdy — dqdx- 

dy 2 -—dx*—o. . 

La seconda si risolve nelle due dy—dxz= o, dy-*-dv=. o, e quindi 
y-x=M, y-*c=b. Se prendo y-xzxa , la prima equazione di- 
venta 

dp—dq-t- -~yy a d)—° > 
e se da questa sottraggo 

^P^dy-dx)- -- — dy — -h dy , ottengo 

(ay — o){dp — dq)-*-(zp — 2 q)dy-*-adsSO , 
che integrata mi dà (ay — a){p — q)-+- 2 zzzc , e quindi 
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p-q-t — — è un’integrale primo della proposta. 

Se prendo l’altra equazione y-*-x~b , la prima diventa 
dp-t-dq — ^ fi)~o , 

la quale non può in alcun modo integrarsi. In questo caso a- 
dunque non abbiamo, che un solo integrale primo, e la ragione 
dipende dalla forma dell’integrale finito. Per ben comprendere, 
come'ciò succeda, si osservi che i due integrali primi di una da- 
ta equazione a differenze parziali si ricavano dall’integrale fini- 
to, allorché dal valore di z, e da quei di p e q si elimina o l’una 
o l’altra delle due funzioni arbitrarie, ed in ciascun caso si ot- 
tiene una equazione finita tra p, q , z , x , y , ed una delle fun- 
zioni arbitrarie. Cosi essendo s=F.(x-+y)-+-f.(x—y), che è l’in- 
tegrale finito dell’equazione r — f=o , abbiamo 
p=F .(x—y) , qz=F .(x-*-y)—f.(x—y), e secondo che 
eliminiamo o l’una o l’altra delle due funzioni arbitrarie, otten- 
ghiamo i due integrali primi p-*-q—xF .(x-t-y) , p—q—nf .(x—y). 
Ma nel caso nostro l’ integrale finito è 

iy av 

(,) z=<Jf.b- e b f e * Il 

b 

ove è bzzx-*~y, e l’integrale fe b dyF.(%y — b) si deve prende- 

re nella ipotesi di b costante. Ciò posto avremo 
a y a/ ay 

( 2 ) p=e b (f.b-^f.b}+(^+^}e b f« b dyF.(zy-b) 

a y uy ny a y 

-£-e b fe b ydyF.(ny—b)-+-je b fe b dyF .(zy—b ) , 

(3) ,=. (£- dyF.^y-l)] 

a y a y ay a y 

l ’ — b ydyF.( 2 y-b)-i-je b fe b dyF.(ay-b) 

—jF.(ny—b) . 
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Adesso da quest’ equazioni (i), (a), e (ì) si può eliminare la 
funzione f, e si ottiene l’integrale precedente 

p—q — ^ » ma non si può in alcun modo eliminare 

l'altra funzione F, e questa è la ragione, per cui la proposta 
non ha che un solo integrale primo. 

Sia data in quarto luogo l’equazione 

Avremo le due equazioni 

dpdy — dqdx —dxdyzz.o , 



dy a —dx a ~o % 

la seconda delle quali ci dà o y — x—a, o y-*-x=b. Ma qualun- 
que si prenda de’due valori di y , o yzza-t-x , o yzzb — x , la 
prima equazione, che diventa 

dp+dq— ~ dx—o , 

non può in alcun modo integrarsi : dunque la proposta non am- 
mette alcun’integrale primo. Ciò è tanto più singolare, in 
quanto essa ha l’integrale finito 

z~ F. (y-t-x)-+-f. (y—x) —x[ F .(y-*-x)—f . {y—x ) ] . Da esso si dedu- 
ce p=-x[F'(y-*-x)-+-f”(y—x)\ . 

g——x[F'.(y-t-x)—f'.(y—x)]-t-F.(y'-*-x)-*-f.(y—x),mti non è pos- 
sibile di eliminare l’una o l’altra funzione arbitraria dai valori 
di z , p , e q . Se però differenziamo questi valori di p e di q 
avremo 

dp——dx(F'-+-f')—x{dy-+-dx)F”—x{dy — dx)f' 
dq——dx{F'—f")—x{dy+dx) F"-*-x(dy—dx)f" 
-+-{dy-*-dx) F"-y-{dy — dx)f" , 

e per mezzo dei valori A\ p , dp , e dq potremo eliminare l’una 
o l’altra funzione. Infatti otterremo 



( i ) dp—dq— {dy+dx)——-ì.x{dy—dx)f" 

(a) dp+-dq-¥- £ (dy-—dx)=.—ìx(dy-*-dx) F" , 

e perciò gl’integrali primi saranno espressi da due equazioni 
differenziali , le quali però non ammettono integrazione. Si os- 
servi che l'equazione ( i ) non è che la nostra equazione 
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dp—dq——dx=zo, da cui è stata sottratta l’ equazione dy—dx — o 
moltiplicata per a xf"-,e così pure l’equazione (a) non è die 

la nostra equazione dp-+-dq — -~~dx^o , con cui è stata sommata 

l’equazione dy-*-dxx^o moltiplicata per ~-^-%xF . 

Quantunque le due equazioni (i) e (a) non siano separata- 
mente integrabili, pure si può da esse ricavare il valore di 
z, cioè l’integrale finito della proposta. Infatti sommandole 
avremo 

dp— F~dx-—x{dy—dx)f"—x{dy-<rdx) F" , 

e quindi p^z-x(f'-t~F ') . Così pure sottraendo la prima dalla se- 
conda otterremo 

dq-*- V-dy=Jc{dy — dx)f" — x(dy-+-dx)F" , 
la quale sostituito il valore di p diventa 

dq=(f'-t-F')dy-*-x{dy—dx)f"—x(dy-^dx)F , 

cioè dqxxd.xf"—d.xF"-*-(dy—dx)f -*-(dy-*-dx)F , e perciò 
q=xf"-xF'-*-f-+-F . Sostituendo adesso i valori di p e di q 
nell’equazione dz=pdx-*-qdy avremo 

drxzx(dy — dx)f" — x(dy-*-dx)F'-t-dy(f 
o sia dx=d.xf—d.xF-*~(dy—dx)fMdy-^-dx)F , e perciò 
r (j-< Se dunque potremo conoscere i fattori 

L —a xf", e ^h -2 xF", per i quali si devono respettivamente 
x J x r 

moltiplicare l’ equazioni dy — dxzzo , e dy-*-dxzzo , giungeremo 
all’integrale finito, anche quando la proposta propriamente non 
ammette integrali primi. 

167. 

Per una maggior generalità in questa ricerca consideriamo 
* l’equazione lineare del secofid’ 

ÈMSKi M 

ove A, B,C, D , E, e P sono funzioni di x e di y . Questa , 
introdotte due altre variabili a e {? in luogo di x e di y, co- 



eH 5)^***'. 
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me abbiamo fatto di sopra (i65), potrà ridursi alla forma più 
semplice 

ove a, b, c, e T sono funzioni di a e di /?. Se in questa equa- 
zione in luogo di sostituiamo il di lui valore preso 

dall’equazione dpzzrda-*sdj} , avremo per determinare uno degl’ 
integrali primi delia proposta le due equazioni 
/ v dp-t- ( ap-t-bq -t-cz-+- T) dfi—Q 
^ da~ o . 

Se poi sostituiamo il valore di s preso dall’equazione 
dqzzsda-+-td§ , avremo per determinare l’altro integrale primo le 
due equazioni 

,I\ dq+{ap-*-bq+-CZ+-T)da .—0 

' ' djj — o . 

Le riflessioni, che faremo sul sistema dell’equazioni (a) potran- 
no applicarsi anche al sistema ( b ). Ora l’equazione da — o ci dà 
« costante, e l’altra equazione (a) sostituito in luogo di qd§ il 
di lui valore dz—pda , o sia dz, perchè dazzo , diventa 
dp-i-apd$-*bdz-t-czd§-<r-Td$-z3G , 

la quale si deve integrare nella ipotesi di a costante. I criterj 
«l’integrabilità ci avvertono, che questa equazione si potrà inte- 
grare, se sarà ed in tal caso l’integrale di essa sarà 

(p+bz)-+-fef ad ^ Tdfi— cast. , e quindi l’integrale primo 

della proposta sarà e^ ad ^ (p-*-bz)-t-feJ ad ^ Tdfi—F.a, dal quale 
potrà facilmente ricavarsi l’integrale finito 

z - e -f bda ^f.p+fef bda -f ad ?do.( F.a-fJ ad ? Td§) 

Se la condizione czzab-*-^^j non ha luogo, la prima dell’e- 

quazioni (a) moltiplicata per e f ad $ si potrà porre sotto la forma 

d.(tf ad \p+.bz^J ad ì [c-ab-(^]zd^f ad ?Td3+Md*zzo . 
Facciamo adesso 

(i) p-+-bzzzz' , 
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e ponendo c — ab — — nt avremo 

ef ad ?{mzd$+.Td&)+Mdazz-dJ ad ?.z ' , 

e quindi 

(a) mz-+-T=-(^)-«' , 

e differenziando questa equazione per rapporto ad a ( 

( 3 ) w p +(£)^*(S := "('^) -0 (S)~ (£)*• 

Ora se dall’ equazioni (i), (a), (3) elimineremo e z, giungere- 
mo all’ equazione 

— . L’equazione trovata è della medesima 
forma della proposta, e perciò se sarà czzab-^-j^j , avremo 

z '- e -I b ' da | f§+fJ b ' da ~f ad P da(F.a-fJ ad? Td?) | . 

Dal valore di a' si dedurrà mediante l’equazione (a) il valore 
di s , e questo soddisfarà ad una equazione della forma 
dp-t-apd(ì-*-bdz-¥-czd(}-*-Tdji-*-NdBCZ o , 
e quindi, per ciò che abbiamo dimostrato di sopra, anche alla 
proposta . 

Ma se l’equazione c'=ab '-*■ non ha luogo, facciamo 

c'—ab'—0^\=m', e ponendo 

(0 /-£V=z", 

( J (i t # 

— 1 , avremo similmente l’ equazioni 

w ^=-(w)-‘" 

ed eliminando da queste tre equazioni z' e />' giungeremo all e- 
quazione 
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r'=4T+(^)-(^-)X. Qui pure, „ 

»remo 

z"-e~f b " da ^/.^fef b '' da -f ad(ì da(F.a-fef ad ^ T'd?) J , 

e trovato il valore di z" l’equazione (2') ci darà quello di s', e 
l’ equazione (a) il valore di z, cioè l’integrale della proposta. Se 

poi non è c"=zab"-*-^~^ , continueremo il calcolo nella mede- 
sima maniera, e ne dedurremo altri casi d’integrabilità. Appli- 
cando il medesimo ragionamento al sistema dell’ equazioni ( b ) 
giungeremo a resultati simili; ma senza rifare il calcolo basta 
cangiare nel precedente a in § , a in b, e p in q . 

Questo metodo , che è presso a poco quello del Sig. de la 
Place , sembra molto particolare, in quanto non c’insegna ad 
integrar la proposta che in alcuni casi . Ma il Sig. de la Place ha 
dimostrato, che questi casi sono i soli, ne’ quali l’equazione 
proposta ammette un’integrale completo in termini finiti. Sa- 
rebbe troppo lungo l’entrare ne’dettaglj di questa dimostrazio- 
ne, che si potrà vedere nelle Memorie dell’ Accademia dell* 
Scienze di Parigi dell’anno 1773. 

Ripigliamo l’equazione considerata di sopra 

( d»z\ [d* z\ a (dz\ 
dx • / \dy 3 ) xv/x/ 

ed introducendo in luogo di x ed y le variabili a=j-t-r, §—y — x 
ridurremo questa equazione alla forma 

/ d*z \ 1 /dz\ r /dz\ 

\dad(t /* « — d \da) a—(d\d(j) ° ’ 

ove sarà or : — 1 —- r , b ~ : r , c —o , T~o ; e siccome l’equa- 



J 






zione <r=ab-i-^^j non ha luogo, porremo 
(>) P— 



rZXZZ 
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(*) 

(3) 



, e quindi 
_ / d*z' 









(a— (a— f)) s \dadj)) 

ed eliminando p e z otterremo l’equazione 

ove c'= (a J^p e perciò la condizione c'zzab'- 

ha luogo . Avremo pertanto 

n da ( r da C dfi \ 

z '-rJ^\f^feJ ^ J a -?daF".a\ , 
ciò 

—a Fa-i -jF.a, e quindi z=—f-P— a ^~f , 

il quale integrale combina con l’altro trovato precedentemente. 
Supponghiamo adesso, che nella equazione 

a , B , C , D , ed E siano costanti. Liquazioni 
(g)=*(g) , (g)=*'(f) (*65), ove * e k' sono costanti, in- 
tegrate ci daranno a~fi ,(y-^kx) , .(y-* -kx)-, onde noi potre- 

mo fare a~y-*-kx , j)~y-*-k' x . Quindi avremo 
N=lkk'-*-A{k-*-k ')-+-2 B—^B—A 2 , (perchè essendo tef radici 
dell’ equazione k 2 -+-Ak-t-B—o abbiamo k-+-k — — A , e kk~B) , 

n , Ck-*-D , CkWD 

Q=Ck-*-D, R=Ck-*-D. Onde ponendo a— ^ R _ A% , b=-^jj —~ -, 

otterremo l’equazione 

(Ta7$h a (Ìz)‘ a {%)~ hCZ * T=0 ’ 

ove i coefficienti a, b, e c son costanti. Avremo pertanto 
m~c — ab, b'-=b , c’—C , m—c — ab, e così pure m'—c—ab , ec. , 
e quindi la proposta si potrà integrare nel solo caso di C — ab - ro ; 
Tom. li. 3i 
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perchè questa equazione di condizione si mantiene la medesi- 
ma, anche quando si cangia a in b, e viceversa. Nel caso di 
c~ab l’-integrale della proposta sarà 

sxze a ^[Fa—fe a ^T'dii]da), o più semplicemente 

—ba r a — — r* — ba — ad p ba> , ^ o d tari . 

zzze f v~*~ e E.a—e Je “ a Je I d? . L equazio- 

ne c—ab sostituiti i valori diventa 

E(ìifì—A a )—C t kk'-+-CD(k-+-h')-*-D t —C(BC — AD)-*-D 2 , e que- 
sto è l’unico caso, in cui la proposta ammetta un’integrale in 
termini finiti. 

Sia data finalmente l’equazione 

(È)-( /ur ^* n (jr>)=°> 

ove A— o , />— — (h.v-i-g) , C=o, E=o , Tzro , ed h e g costan- 

ti. Dovremo prima (i65) determinare a e (ì dalle due equazio- 

ni (È)= {hr ^ g)n (^) ’ * (Ì)=-(A^)”(|!) Potremo pren- 



dere «= 



(br-i-g) 



I». ' -r-c I J V" 

A(/7-*- » ) ’ 1 J A(o-+-l) 

n — i 



4(À.r-t-g) , Q — nh(hx-+-g) 

■ A- Q _ nh 

quindi 



JV' 



a(n-4-i)(<a 



. Sarà dunque 

R— — nh(bx-t-g) n ~ ' , e 

, R n 

— r . ed — — . 

■p) dV a(n-t-i )(«-(> 1 



Se pertanto facciamo — - — r — a > otterremo l’equazione 
1 a(n-+-rj 

j d*z \ a (dz\ a / dz\ 

\dadj ) a — (A,da/ a—^\db ) ’ 

ove a è una quantità costante. Eliminiamo z dalle tre 



pqnaziom 



-ZZ ZZ 



^_r—_( d ^L\ 

(a — f?) a V d[i) a — fi 

a*— a (dz\ 2 |a J - «) / J 2 z' \ | a (dz'\ a 

[a — (f)z\da) (a — fi) ‘ Z ~ \dad(i) « — p V da) (a — (i)* ’ 



ed avremo l’equazione 
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/ d*z' \ a (dz'\ c'z' _ c 

\dadìf) a — ,A da) a — A dfi) (a— fi)* 
ove £' e c' «ori costanti. Continuando il calcolo nella medesima 
forma giungeremo dopo varie operazioni all equazione 



ove a 



(0 



4<‘>,ec^ son costanti , e alla seguente 



' ^ \ ci a (Li ) a— ji \ da ) <*■ — $ V d$ / (a— (J) s 

Ma l’equazione ( B ) nasce dall’equazione (À), se si elimina 

, e dalle tre equazioni 

\ da / a—p 

a W 4 (‘L<.(*L*(») (;) ( d ^ l \ -('-** 1 ) 

. («-!?)» .* — v-^-r«-^ z 

J l ì b^ —A *— \ (dz^ a_„(i) 1 _ / d»z ( '~*~ l) \ a ' / l dA~ H \ 

(a — f?) a da] a — p Z ) \ dadfi ) a— f/\ da ) 



l A»-*- 1 ) 



(i-e-i) 

■z ' — o . 



(Ì-4-l) 

* Z ?F 



e siccome fatta l’eliminazione si ottiene l’equazione 

fi-t-»). J») /.(<).» J») (‘ 



C' -s-a * -f.l> * (i-s-l)_ 

w~ z 



ma 



\ datici / a — (i V da / " a — fi \ "d(ì ) (a- 

paragonando questa forma coll’equazione ( H) avremo 

a (l+I W'* , A’ +i y (i) +i , c (i+I +a^+i ( ^ . La pri 
di quest’ equazioni ci avverte, che a fi è in tutte la medesima ; 
dunque a^zza. La seconda ci dà A .b^zzz, e quindi 
i (i) =aw-C, ove la costante C si deve determinare in modo, che 
sia b^ zza quando izzo; dunque C=a , e b^zzii-t-a. Finalmen- 
te l’equazione -*-a^ -t-b^ ci darà A.c^ ~ai-*-aa , 

e perciò c^zzi(i — t)-»-aaj-+-C', ove la costante C 1 si deve prender 
tale, che sia c^zz o, quando izzo ; sarà perciò Czz o, e 
~ c^— i(i — i)-»-*ai. Ora si osservi , che l’equazione di condizio- 
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ne, perchè la proposta sia integrabile, è — a ^ — n . 

Questa sostituiti i valori diventa a a — a — i—i 2 — o, e ci da 
a=i-+-i, ed a=z—i; e quindi la proposta è integrabile tutte le 
volte, che a è un numero intero positivo o negativo. E siccome 

dovrà ne’ medesimi casi essere n un numero della 



*(*-*-,) * 

forma — 2a _ [ ’ «ptalanque numero intero positivo o negativo 
si prenda per a . 

168. 

Se fosse proposta l’equazione 

(£H(s|M£)=° : 

ove A e B son funzioni di p e di q , cioè di (£)edi (|),non 

vi si potrebbe applicare il metodo del Sig. de la Place, il quale 
suppone che A e D siano funzioni di x e di y . II Sig. le Gendre 
ha insegnato a ridurre l’equazione proposta ad una tal forma. 
Siccome dzxxpdx-^qdy , sarà ancora dz~d .(px-^-qy) — xdp — ydq ; 
e perciò, se riguardiamo x ed y come funzioni di p è di q , sarà 
xdp+ydq una differenziale esatta, che faremo —do ; e conosciu- 
ta a avremo x—(^-^, e zz=px-+-qy — 0 . Cerchiamo per- 

tanto di ridurre l’equazione data tra le variabili 0 , p , e q , ed 
avremo > *1 qual valore suppone y costante , e per 

<■> 



conseguenza 



Ma è al tre» i 






e sostituito in questa equazione il valore di dq preso dall’eqna- 
, , . /d*o\ /d*o\ / d*a \» j md P „„ 

z, °"' e i”* to \ip) ■ =■ ■ wk 

\dq 2 ) 
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Q 



rà dunque (^)— • Similmente si troverà 



\ (d l0 \ 

dpdqì /J*z\ \dp *) ...... , . , 

V^;= — ~ » (d^)= ~ ; e sostituit * q uesti ™ lor ‘ ,a 

proposta diventerà 

cioè sarà una equazione lineare tra le variabili e , p , q , e vi si 
potrà applicare il metodo precedente. 

169. 

Se l’equazioni non saranno lineari per rapporto alle diffe- 
renze parziali del second’ ordine , non si potrà generalmente, co- 
me nell’ equazioni dd prim’ ordine, ridurre la loro integrazione 
a quella di una equazione lineare. Vi è però un caso, che am- 
mette questa riduzione, l’evoluzione del quale si deve al Sig. le 
Gendre. Suppongliiamo che nella equazione data non vi siano 
che le differenze parziali del second’ ordine r , s , t , cioè che 
aia rxzF. i( s , t ) , e che questa equazione differenziata ci dia 
dr=.Ads-+-Bdt , ove A e B sono funzioni cognite di s e t. Sic- 
come dp—rdx-*-sdy=jd .(rx-i-sy) — xdr — yds , e 
d(/—sdx-+-tdy—d.(sx-+-ty) — xds — ydt , le quantità xdr-*-yds , ed 
xds-t-ydt dovranno essere differenziali esatte. Consideriamo per- 
tanto x ed y come funzioni di s e t , e facciamo xds-t-ydtxkdo; 

avremo . La quantità xdr-t-yds sostituito il 

valore di dr diventa (Ax-i-y)ds-*-Bxdt , e siccome è una differen- 
ziale esatta , dovrà essere = » dalla quale a 

motivo di — •» deduce l’equazione 

A • Sostituendo in questa i valori di x e di 

y avremo 

che è una equazione lineare tra le variabili t , s , ed c . 
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Conosciuto il valore di e avremo x=^-^ , y f 

qzzsx-^-ty—o , e p—rx -\-sy—f(xdr -t-yds) , ove la quantità sotto 
il segno è integrabile . Sarà ancora z=.px-+-qy—f \xdp-\~ydq) 

—px-*qy—f(Txix-*sxdy-*-sydx-*-tydy)—px-*qy— T —— S xy—— 

-+-—f( x *dr-*- 2 xyds- 4 -y 2 dt). La quantità sotto il segno, se vi si 
sostituisce il valore di dr diventa (x 2 A-t- 2 xy)ds-t-(x 2 B-t-y 2 )dt , 
‘ riflette eh. (f)=gf) , (£) = (g) , e.l 

■d (jfi) i^dì) =li {^) » si Coverà che è una differenziale esat- 
ta. Avremo adunque le tre variabili x , y , e z espresse per s, e 
t , cioè l’integrale della proposta. 

170. 

Questi sono i metodi principali , che sono stati dai Geome- 
tri ritrovati per l’integrazione dell’ equazioni a differenze parzia- 
li del primo e del second’ordine . I medesimi si possono applica- 
re adequazioni di un’ordine supcriore, ma perdono molto tanto 
dal lato della generalità che della semplicità. Sopra di che si 
può consultare una Memoria del Sig. le Gendre tra quello 
dell’ Accademia delle Scienze di Parigi dell'anno 1787. Due so- 
li casi ammettono una generale evoluzione, qualunque sia l’or- 
dine dell'equazione, con l’esposizione de’ quali porremo fine al 
presente Capitolo. 

Sia dunque proposta l’equazione 



— -w 



J 1 
d z 



t n—2 , 

dx dy 






'd. v"' 'dx 

ove i coefficienti A , ZJ...ÌV sono costanti, e P è funzione di x 
ed y. Pongliiamo 

— 1_ j n — 1_ jì— r_ jU— 1, 



ove A', li'... M' sono costanti , ed X una funzione di x ed y . 
Differenziando questa equazione prima per rapporto ad x poi 
per rapporto ad y avremo 
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a 4 ? 



/tf 1 z\ ! d n ' z \ „,/ d z ^ / d z \ ( dX\ 



tfx </j ! 



( cf 1 Z \ / (f 1 z 

w ( 









/rfA\ 



. n-a , 
Jx aj 



'dxdy 



dy 



Paragoniamo con la proposta l’equazione (i) — (2). a, a essendo 
costante , ed avremo 

(SHfH’- 

poi per determinare i coefficienti il', ec. troveremo 
v4’ — « — A 
B’—aA'—B 



M’-aL'=M 
— aM'—N. 

Di qui ricaveremo 

A'— a -t -A 

B a 3 ~+-A&-*-B 



M'—a n I -t-Aa n . . +M , 

e l’equazione —aM'zzN ci darà 



/ a\ n A n — 1 „ n — a 

(A) a -t-Aa -t-Ba 



e quindi sarà a una radice di questa equazione. 

Per integrare l’equazione ^ j ^ — a ^^^=Pdobbiamo(i 6 i) 
formare le due equazioni 



dXzzPdx 
dy-*-adx— o, 

e siccome la seconda ci dà y-w*x=cost: , conviene sostituire 
nella prima questo valore di y, lo che si riduce ad integrar la 
prima supponendo y-t-ax costante. Sarà dunque XzxfPdx, pur- 
ché questo integrale si prenda nella ipotesi di y-+-ax costante, 
e vi si dovrà aggiungere una funzione arbitraria di y-t-ax. 
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posta 



Abbiamo adunque determinato l’integrale primo della pro- 



zi— i 



/d n 'zv ( tf 1 r z v / J 1 'z \ tei' «v 

Per passare all’integrale secondo della proposta, o sia all’inte- 
grale primo dell’equazione precedente, facciamo 

/“ 2 JV , / x , d ,l ~ 2 z v ,d n ~ 2 z^ 

, 

ed usando un metodo simile troveremo 



(SMfH- 



<<r- 

«’ essendo costante , 

A" zza'-*- A' 

li" zzo! *-*-A'a'-*-B' 



ec. 

e per determinare a l’equazione 

fH— I |U— 2 m 3 i«i 

a -4-/4 a -♦ -B a! .... -*-Mzzo . 

Questa equazione ha le medesime radici, che l’equazione (A), 
eccettuata quella, che abbiamo già contemplata: infatti molti- 
plicandola per a' — a avremo 

a' n -t-A'a' n l -*-B'a' n 2 i-A fa' zzo, 

— aa ' n ~ l —aA'd n ~ 2 .... — aL'a'-aM 1 
la quale sostituiti i valori di A', B' , ec. diventa affatto simile 
all’equazione (A). Sarà dunque X'zzfXdx , purché si prenda 

3 uesto integrale nella ipotesi di y-*-a'x costante, ove a' è una ra- 
ice dell'equazione (A) diversa da quella considerata di sopra. 
Quindi sostituendo il valor trovato di X avremo X'—f a Pdx a , 
purché si faccia una integrazione nella ipotesi di y-*-ax costan- 
te, e l’altra nella ipotesi di y-*-a'x costante. 

Cosi pure, se chiamiamo X" il secondo membro dell’ inte- 
grale terzo, troveremo X'zzfX'dx supponendo costante nella 
integrazione y-i-a";r, ove a" è un’altra radice dell’equazione 
(A) ; e perciò X"—f l Pdx* supponendo costante nelle tre inte- 
grazioni una volta y-*-ax, una volta y-*-a'x, ed un'altra volta 
y-*-a"x . Proseguendo il medesimo ragionamento vedremo, che 
l’integrale finito della proposta sarà 
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purché facciamo nelle integrazioni una dopo l’altra costanti le 
quantità y-*-ax , y-+-a'x, y-t-a"x, ec. , ove a, a , e c. sono le rt 
radici della equazione (J). A questo integrale però, affinchè sia 
completo, converrà aggiungere le n funzioni arbitrarie 

p(y+.ax)-*->p , (y-*-a'x)-+-p"(y-*-a”x) .... ' ^x ) , 

le quali sono portate dalle integrazioni. 

Nel caso che alcune delle radici a, a ! , ec. siano eguali, la 
forma di queste funzioni sarà un poco diversa. Per ritrovarla, 
sia generalmente o la differenza tra a ed e svolgendo pel 
teorema di Taylor in serie <p(y-+-a-*-o.x ) , e facendo per piò sem- 
plicità y+aj=a, in luogo delle prime due funzioni avremo 
dtp' o a T a d* tp' e*!» d‘<à' 



ox-j- u 



du » 



3..S du 1 



-ec. 



d<p' 

o sia, ponendo <p.u-*-<p'.u—F.u, ed o——F.u , 

dF o a r‘ d*F 



F.u-t-.vF.u-*- 



-t-ec. 



du a. 3 du 2 

Ma quando le due radici a ed a' sono eguali, è o= 0 ; dunque 
in tal caso in luogo delle due prime funzioni convien prendere 
le due seguenti F(y-*-ax)-ir-x F ( y-t-ax) . 

Essendo ~al—a, sia » la differenza di ned a", ed invece del- 
le tre funzioni F(y-t-ax)- 4 -xF(y-*-ax)-*-f" (y-*-a-*u>.x) avremo , 
ponendo, come sopra, yi-axzx. u 

,, dtp" d*<p" o*x* d*p" 

F.u-¥-xF.u-+-$ * 



du » 



a .3 du» 



H-ec. 



oppure, facendo F.u+p" .u—f.u, F .u-*-o-J^=f .u, 



f.u-+.xf.u-*-x*f'.u-<- ^ d -^- 



o»x* d*f" 

■+■ ~ts—r~ -r^r-^ec. 



3.4 du 2 

la qual quantità si riduce ai tre primi termini, quando e=;o; 
dunque questi termini devono usarsi in luogo delle tre prime 
funzioni, quando le tre radici a, a! , a" sono eguali. Facilmente 
apparisce qual forma debba adoprarsi , quando il numero delle 
radici eguali è maggiore. 

Se nel primo membro della equazione precedente ponghia- 

mo z—e^ x ~^^, essendo p e q costanti, questo primo membro 
Tom. II. 3a 
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N 



diviso per ci darà la quantità 

Yì> j I n ^l*™2 _ YL 

p -*-Ap q-k-Bp q 2 ....+Nq , 
la quale , essendo omogenea per rapporto a p c q , è risolubile 
in fattori della forma p-*-aq . Più generalmente si potrà sempre 
integrare qualunque equazione lineare con i coefficienti costanti 
nel primo membro , quando la quantità , in cui si cangia questo 

primo membro per la sostituzione z~e^ x ~*~^^ sarà risolubile in 
fattori di primo grado. Per mostrar ciò consideriamo l’equazione 

h A (^h B Gph c (^h D (^h Ez = p > 



’d a z 

,dx a 



ove i coefficienti A, B. ..E sono costanti , e P è funzione di x 
e di y, e supponghiamo che la quantità 

p a -*-Apq+Bq a -t~Cp-+-Dq-t-E 

sia risolubile ne’ due fattori p-*-aq-*-b , p-t-a'q-*-b' . È chiaro che 
la proposta si potrà porre sotto la forma seguente 






Quindi se facciamo 

<-> (è 

essa diventerà 

(S>~ (&•*“■• 



e ci darà (161) X—e ^ >x fe >x Pdx , purché si prenda questo inte- 
grale nella ipotesi di y—ax costante, Similmente dalla equazio- 

Lt JLr 

ne (a) otterremo zzze fe Xdx, supponendo nella integra- 
zione y— a'x costante, e questo sarà l’ integrale della proposta . 

Facilmente apparisce , che il medesimo metodo può appli- 
carsi all’ equazioni degli ordini superiori al secondo , le quali si 
trovano in simili circostanze, come pure all’ equazioni tra un 
un più gran numero di variabili , nelle quali si verificano le 
medesime condizioni. 
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Sia aflesso proposta l’equazione di un’ordine qualunque 

KsMsj)] 



-4-C 

fd 






-ec. 



ove T è funzione di * ed y, ed A , B , C, D, ec. sono quantità 
costanti, o funzioni di — . Se chiamiamo m , n , p , q , ec. quelle 
quantità, che son respettivamente moltiplicate per B ,C , D , E , ec. 
avremo n=x{££}+y (^)~ m > P=* (è)^ ’ 

q— x (^)~ 3 / , > ec - In ,uo s° delle variabi,i x ecI y intr °- 

duciamo le variabili <=— , ed u=y, ed avremo 

(ìwìhs)- 

”=7(S-f(S-W(£H©-“S)=“-© • 

(£1)-“’ (è) 

— // » ; g — //« ^ , ec. Sostituendo questi valori, sicco- 

me non abbiamo che le differenze parziali prese per rapporto ad 
u , potremo considerare t come costante, ed avremo l’equazione 
a differenze ordinarie 

T=A~Bu£+Cu^-,Du^ c. 

la qaiale sappiamo completamente integrare (147)- Trovato l’in- 
tegrale, in luogo delle costanti arbitrarie vi porremo altrettante 

funzioni di t o sia di — , ed avremo cosi l’integrale della pro- 
posta. 
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CAPITOLO IX. 

Di quell’ equazioni , che non soddisfanno ai criterj 
d’ integrabilità . 

171. 

Allorché una equazione differenziale non soddisfi alle condi- 
zioni d'integrabilità, abbiamo veduto che non esiste una equa- 
zione di un’ordine inferiore, che vi soddisfaccia, e ne sia Tinte» 
graie completo. Non è però vero, che tali equazioni siano in ge- 
nerale assurde ed impossibili, ma sono tali solo nella ipotesi , 
che tutte le variabili fuorché una siano tra loro indipendenti. 
Ma se supporremo, che tra le variabili esista qualche relazione 
indipendentemente dalla equazione data, vi sarà una equazione 
di un’ordine inferiore, che combinata con le relazioni supposte 
tra le variabili soddisfarà alla proposta. Data per esempio una 
equazione differenziale tra le tre variabili x, y, z, se essa sod- 
disfa alle condizioni d’integrabilità, si potrà integrare nella ipo- 
tesi che le variabili x, ed y siano tra loro indipendenti, e l’in- 
tegrale riferito alla Geometria esprimerà una superfìcie curva . 
Se poi i criterj d’integrabilità non sono soddisfatti, la proposta 
non potrà sussistere, allorché le variabili x ed y si riguardano 
come tra di loro indipendenti , e non rappresenterà alcuna su- 

f ierficie. Ma se pongniamo, che le variabili * ed y dipendano 
'una dall’altra, e prendiamo una equazione qualunque tra x 
ed y, la proposta combinata con questa sarà integrabile, e l’in- 
tegrale vi soddisfarà, se insieme con esso avrà luogo l’equazione 
assunta tra x ed y. In questo caso adunque la proposta non rap- 
presenterà una superfìcie curva, ma una curva di doppia curva- 
tura espressa daUe due equazioni precedenti: e la curva di dop- 
pia curvatura risolverà il problema in questo caso, come nell’al- 
tro lo risolveva la superfìcie curva. Questa osservazione impor- 
tante è stata fatta per la prima volta dal Sig. Monge . 

Per meglio dilucidare questa teoria consideriamo le due 
equazioni 

. . dzs- Mdxs-Ndyxzo 

1 a > dz-+- Pdx ■+■ Qdyzxo , 
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ove ì coefficienti sono funzioni delle tre variabili x, y, e z. 
Quantunque in ciascuna di quest’ equazioni le condizioni d’in- 
tegrabilità non siano soddisfatte, pure considerate insieme sono 
reali, e ci danno il valore di z e di y in x. Poiché eliminando 
da esse una delle variabili , per esempio z , avremo una equazio- 
ne tra y ed x, che integrata ci dà il-valote di y espresso per x , 
e sostituendo questo valore di y in una delle proposte ottenghia- 
mo una equazione tra tedi, dalla integrazione della quale ri- 
caviamo il valore di z in x. 

Se fosse data una sola dell’equazioni (a) , questa da per so 
non ci darebbe alcnna relazione tra le variabili x , y , e z, poiché 
dne di esse non possono esser tra loro indipendenti a motivo dei 
criterj d’integrabilità non soddisfatti, ma dovrebbe combinarsi 
con un’altra equazione. Questa seconda equazione non essendo 
data, il problema, in cui si cerca l’integrale della prima, sarà 
in certa maniera indeterminato, e potrà prendersi per seconda 
equazione quella, che più ci piacerà, bla poiché l’oggetto di 
questa seconda equazione è di stabilire col mezzo di essa un rap- 
porto tra due delle variabili, per esempio tra x cd y . potremo 
subito supporre che essa sia in generale y=F.ar, essendo F.x 
una funzione qualunque arbitraria di x. Sostituito questo va- 
lore di y nella proposta, essa diventerà un’equazione tra due 
sole variabili , ed esprimerà un rapporto reale tra z ed x : e que- 
sto rapporto tra z ed x espresso in termini finiti, e combinato 
coll’equazione y=F.x sarà l’integrale della proposta. L’inte- 
grale pertanto di una equazione tra tre variabili , nella quale le 
condizioni d’ integrabilità non sono soddisfatte, è contenuto in 
due equazioni, che devono aver luogo nel medesimo tempo , e 
quest’ equazioni contengono una funzione arbitraria. 

Sia data per esempio l’equazione non integrabile da se sola 
dzzzaydx-+-bdy , ove a e b sono quantità costanti: facciamo 
yzzFx, e sostituendo questo valore avremo 
dzmadxF .x-*-bdxF" .x , ed integrando z—aF.x-*-bF.x. Quindi 
l’ integrale della proposta è compreso nelle due equazioni 
z=aF.x-*-bF.x, ed y=jF\ x. Infatti sostituendo questo valore 
nella proposta avremo adxF .x-*-bdxF’ .xzzaydx+bdy , la qual’ 
equazione è identica a motivo di y—F.x, e dyxidxF' .x . Se 
vogliamo trasferire queste cose alla Geometria, e consideriamo 
x , y , e z come le tre coordinate di una superficie curva, le 
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due equazioni zzzzF.x+bF .x , ed yzzF.x esprimeranno due 
curve, una situata nel piano delle * e da?, l’alt^i nel piano del- 
le x ed y. Queste due curve saranno le proiezioni di una curva 
di doppia curvatura, i punti della quale soddisfaranno a quel 
problema, che ci ha condotti all’ equazione proposta, perchè 
questi punti sono determinati dalle due equazioni, che console* 
rate insieme soddisfanno all’equazione proposta , e ne formano 
l’integrale. Siccome F.x è arbitraria, infinite saranno le curve 
di doppia curvatura che soddisfanno; e ciò doveva succedere in 
un problema indeterminato, in cui possiamo prendere una equa- 
zione ad arbitrio, la quale secondochè diversamente si assume , 
diverso ne deve nascere l'integrale delle due equazioni insieme 
combinate. Tutte però le soluzioni particolari sono comprese 
nelle due equazioni trovate, le quali hanno perciò il carattere 
d’integrale completo . 

Il problema dell’equazione precedente potrebbe enunciarsi 
così : trovare una curva di doppia curvatura, in cui sia 
d * * 

■^~ay-^-b~. Questa enunciazione ci fà vedere che il problema 
è indeterminato; poiché una curva di doppia curvatura è deter- 
minata, quando sono dati i rapporti » e • O ra questo prò* 

blema dandoci il primo rapporto per il secondo , lascia questo 

I iienamente al nostro arbitrio , e perciò possiamo supporlo qua- 
unque. Se invece si proponesse di trovare una superficie, in 

cui fosse —ay-*-b ^ , questa sola equazione basterebbe allora 

per determinare il problema ; ma l’ equazione di condizione non 
soddisfatta ci avverte che una tal superficie non esiste. 



172. 

Quantunque posta y—F.x, l’equazione differenziale tra tre 
variabili si riduca ad esser tra due sole, e perciò capace d’ inte- 
grazione con i metodi ordinarj; pure questa integrazione sarà 
per lo più assai difficile, e la difficoltà in gran parte nascerà 
dalla funzione arbitraria F.x , che vi si è introdotta. Quindi per 
ottenere l’ integrale in termini finiti converrà ricorrere ad altri 
artifizj. Data l’equazione Adz-t- 11dx-*-Cdyz=n non integrabile da 
se sola, siccome possiamo prenderne un’altra ad arbitrio , che 
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abbia luogo insieme con lei, prendiamo una equazione qualun- 
que Af=a, ove sia M una funzione determinata di x e di y , ed 
a una costante arbitraria . Per mezzo di questa equazione elimi- 
niamo dalla proposta una delle variabili , ed il di lei integrale 
sia allora iV=A , essendo b la costante introdotta dalla integra- 
zione . Le due equazioni M—a , Nzxb considerate insieme sod- 
disfaranno alla proposta, e ne saranno perciò un’integrale parti- 
colare. Quindi sostituiti nella proposta i valori di dz e di dy ri- 
cavati da quest’ equazioni , essa diventerà identica. Se adesso 
snpponghiamo a e b variabili, la proposta sostituendovi i valori 
di dz e di dy non sarà piu identica, ma riescirà della forma 
mda-¥-ndb— o, Facciamo b~F-a, e questa equazione ci darà 
m-*-nF.a—o, e quindi alla proposta soddisfanno l’equazioni 
M~a , Nzzb , anche quando a e b son variabili, purché abbia 
luogo l’equazione «+sF.a=o. L’integrale pertanto della pro- 
posta sarà espresso dalle tre equazioni Af=a, N~F.a, 
m-i-nF.a—o , cioè eliminata a dalle due equazioni N=F.M, 
m-t-nF .M—O . 

Prendiamo per esempio l’equazione ydy-t-ydx-*-xdzz=o , la 
quale non soddisfi! alla condizione d’integrabilità. Ponghiamo 
x-t-y=a, e sostituendo il valore di x nella proposta avremo 
dz- ro, ciò è z—F.a. Facendo adesso a variabile, e sostituendo 
nella equazione data i valori di da : e di dz presi dall’ equazioni 
x -+-y=a, e z^F.a troveremo y+rF.aso , Quindi l'integrale 
della proposta è espresso dalle due equazioni z-F.(x-*-y) , ed 
y-*-xF(x-+y)=o . 

Ponghiamo x—yzza, ed avremo 2ydy-*-(y-*-a)dz—0 , cioè 
ay — aolog. (y-*-a)-*-zzzF.a . Quindi una dell'cqunzioni integrali 
sarà z-i-ay — a (x — y)ìog.x=F.(x— y), e l’altra si troverà 
or — y- 4 -axlog.x-+-xF\(x — y)=o . 

Ponghiamo xzzay , e sostituito questo valore di x la propo- 
sta diventerà (i-+-a)dy-*-adzzxx) , cioè az-*-{i-+-a)y=.F.a . Facendo 
variare a troveremo z~F.a\ onde le due equazioni integrali 

della proposta saranno x(z-s -y)-t-y*—yF.~, e z~F.~ . Assu- 
mendo altr’ equazioni tra x ed y troveremo lo stesso integrale 
espresso in infinite forme diverse. 

Se nella equazione M—a noi facciamo Mxzx , o —y, o 
=3, il nostro metodo si ridurrà ad integrar la proposta nella 
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ipotesi, che una delle quantità x, y, z sia costante. Se l’inte- 
grale della proposta è in questa supposizione N ~ saia iV— F.x 
(se per esempio j: è stata supposta costante) una dell’equazioni 
integrali, e l’altra si dedurrà dal paragone del differenziale di 
iV— F.x^O preso nella ipotesi, che anche la x varj, con la pro- 
posta . Questo metodo è quel medesimo che si suole adoprare 
per l’ equazioni da loro sole integrabili, se non che la seconda 
equazione serve allora a determinare la funzione arbitraria. 

Ma qualunque sia M , se il differenziale dell'equazione 
N—F.M si paragona con la proposta, ne nascerà l’altra equa- 
zione [m-*-nF ,a)da~o , cioè, poiché azzM , 

(m-t-nF.M) {~j~}'ix-4-[m -t-nF .M)^~^dyzx.o , e perciò nella e- 

quazione, che se ne otterrà, anderanno a zero i coefficienti di 
dx e <li dy . Quindi si deduce un’altro metodo per l’integrazione 
di questa specie d’ equazioni. Ponghiamo che una dell’ equazio- 
ni integrali di Adz-*-Bdx-*-Cdy—o sia una relazione tra x, y, 
e z, che differenziata ci dia dz=pdx-*-qdy . Sostituendo questo 
valore di dz nella proposta avremo (Ap-*-B)dx-t-(Aq-*-C)dyxzo , 
e siccome devono svanire i coefficienti di dx e di dy , avremo 
Ap-¥-B—o , Aq-*-Cxzo , le quali due equazioni a differenze par- 
ziali dovranno aver luogo insieme. Quindi integrata una di es- 
se, o una che da ambedue dipenda, sarà questa una dell’equa- 
zioni integrali cercate, e l’altra nascerà dal paragone della pri- 
ma con quella dell’ equazioni Ap-*-B— o, Aq-+-C— o, che non è 
stata contemplata , o con una qualunque di esse, se ambedue 
sono state considerate . 

173. 

Può succedere che l’equazioni, le quali formano l’integra- 
le della proposta, sian tali, che dato un valore determinato alla 
funzione arbitraria in esse contenuta si riducano ad una sola. 
In questo caso avremo un’integrale della proposta espresso in 
una sola equazione, ma questo sarà particolare senza alcuna co- 
stante arbitraria, perchè per ipotesi la proposta non è suscettibi- 
le d’ integrale completo espresso in una sola equazione . Cosi da- 
ta l’equazione 

(y—z)dz-+-xdy-t-(z — y)dx—o , . 
di cui l’iutegrale è formato dalle due equazioni 
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xzzx-^-F.y 

Z ^T~y- 

è chiaro che posta F.y=y queste due equazioni si riducono alla- 
medesima zzzx-*-y , la quale da se sola soddisfa alla proposta. 
Ed ecco spiegata i’ origine di quelle soluzioni particolari , che al- 
cune volte si trovano soddisfare all' equazioni da loro stesse non 
integrabili, e che vengono indicate dai criterj d’integrabilità. 
Poiché è evidente che esse hanno luogo, quando le due equa- 
zioni componenti l’integrale completo possono ridursi ad una, 
e sono perciò comprese nell’ integrale completo. La medesima 
osservazione si applichi anche alle cose seguenti. 

174. 



Passiamo all’ equazioni tra quattro variabili, e data l’equa- 
zione Adu-t-Bdz-*-Cdy-t-Ddxzzo , che non soddisfaccia ai crite- 
ri d’integrabilità, ponghiamo Mz=a, Nzzb, ove siano M ed N 
due funzioni determinate di x,y, e z, ed a e b costanti. Da 
quest’ equazioni ricavato il valore di z e di y in x si sostitui- 
sca nella proposta, ed essa diventerà una equazione tra due sole 
variabili ued r, che integrata ci darà Pzzc . L’ equazioni 
Mzza, NzzA, e Pzzc presa insieme soddisfanno alla proposta, e 
perciò sostituiti i valori di du, dz , e dy ricavati da esse nella 
proposta, la rendono identica. Cioè vero quando a, b, e c son 
costanti; ma se son riguardate come variabili, la sostituzione 
dei valori di du, dz , e dy non renderà più identica la proposta, 
ma ci darà una equazione della forma mdc-*-nda-*-pdbzzo . Fac- 
ciamo czzF.(a , b ) , e questa equazione diventerà 

Q uindi a ^ a P ro P osta soddi- 
sfarà l’equazione PzzF.(M, N), purché con essa abbian luogo 
anche P equazioni m^^j^-t-nzz °, ' 



Se noi facciamo Mzzx , ed N—y, questo metodo si ridurrà 
ad integrar la proposta nella ipotesi di x e di y costanti, ed a 
completar poi l’integrale con una funzione arbitraria di x ed y. 
Le altre due equazioni si ricaveranno dal paragone del differen- 
ziale della prima con la proposta , posti zzo i coefficienti di dx 
e di dy dopo l'eliminazione di du e di dz . 

Tom. II. 33 



Digitized by Google 




a 58 ELEMENTI 

Avremo adunque tre equazioni tra x, y, s, u , ed una fun- 
zione .Fdi due variabili x ed y. Per mezzo di esse potremo eli- 
minare z ed. u, ed otterremo una equazione a differenze parziali 
tra x, y, ed F. L’integrale di questa ci darà il valore di F, e 
la sostituzione di esso nelle tre equazioni integrali le ridurrà a 
due sole, perchè due qualunque di esse comporteranno la terza. 
Sia data per esempio l'equazione 

xdu-*-ydz — xdx — ydyxzo . 

Integrando nella ipotesi di x ed y costanti avremo 

xu-4 -yz=F.(x , y), e dal paragone del differenziale di questa 

equazione con la proposta ne dedurremo ^ 

z-+-y= ^-j-J . Dunque l’integrale della proposta è espresso dalla 
tre equazioni 

xw+yz=:F\x, y) 

idF\ 
u-hx—l — ) 

\dxf 

(di 

\dy) 

Da quest’ equazioni eliminiamo u e z, ed avremo l’equa- 
zione a differenze parziali x (j£~^~*~y *'*')'* • k’ inte- 

grale di questa equazione ci darà F=x a -*-y a -w ; il qual va- 
lore di F se si sostituisce nelle tre equazioni integrali, esse di- 
venteranno 

X 

xu-t-yzzzx * -+-y 4 -t-x<p.— 



=(£) 



u=x-*-f. — i — $'■— 

y y y 

X » , x 

ss=y -f ■— • 

J y % y 

Poste due qualunque di esse ne segue necessariamente la terza: 
quindi due di esse esprimono l’integrale della proposta . 

175. 

Se l’equazione data sarà tra cinque variabili r , u, z, y , 
ed x, poste x,y, ez costanti il di lei integrale conterrà una 
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funzione arbitraria F delle tre variabili x, y , e *. Col metodo 
precedente si troveranno le altre equazioni, che devono aver 
luogo insieme con questa per esprimere l’integrale della propo- 
sta. Per mezzo di queste quattro equazioni eliminando r ed u 
avremo due equazioni a differenze parziali tra x, y, z, ed F. 
Integrata lina di esse , o una che da ambedue dipenda, avremo 
il valore di F espresso per un’altra funzione arbitraria f , e la 
sostituzione del valore ai F nelle quattro equazioni integrali le 
ridurrà a tre sole, perchè tre qualunque di esse comporteranno 
la quarta. Ciò è vero in generale, perchè se eliminate r ed u da 
queste tre ultime equazioni ne risultasse una equazione a diffe- 
renze parziali , nella quale non avessero luogo che le .variabili 
della funzione <p , questa equazione potrebbe integrarsi , e le tre 
equazioni integrali per la sostituzione del valore di <p si ridur- 
rebbero a due sole. 

Sia proposta l’ equazione 

xydr-t-y a du — y a dx-*-(xy — yu)dz-*-(yu-t-u- — xs)dyxzo . 
Facilmente troveremo le quattro equazioni 
xr+yu=zF.(x , y , z) 

“He) 

~=KS) 

le quali esprimono l’integrale della proposta. Dalle due ultime 
eliminando u abbiamo > e quindi 

F=:<fi.(x, yV e sostituito questo valore di F le quattro prece- 
denti equazioni diventeranno le tre seguenti 
xr-*-yu=Zip .(x , — ^ 

~H2). * 

perchè la quarta è la medesima che la terza . Per vedere se si 
possono ridurre a due, eliminiamone r ed u, ed avremo 
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y ~l'~dy) := 4 > ' ^ acciam0 T— n > * n tno ^° che ifl fx, — ^ di- 
venga e poiché (g) = g)( rf -) = l(^) , ra- 

zione trovata diventerà x (^j — > c *°^ 

‘ ® iccome in <l ue8ta non « trovano che le 
quantità x ed m contenute nella funzione tf , essa potrà inte- 
grarsi , e ci darà ^=tx'P.^log.x— ^zzx'F.^log.x — -'j . Se adesso 

sostituiamo nelle tre equazioni integrali questo valore di <p 
avremo 



xr-t-yuxzx'ì'. ^log.x — — ^ 

r-i-y='J r -*-T' 

x-u=-¥\ 

y 

ove la terza dipende dalle due prime . Dunque due di esse for- 
mano l’integrale della proposta. 

Si può concludere dalle cose precedenti, che l’ equazioni di 
questa forma tra tre o quattro variabili, le quali non soddisfan- 
no alle condizioni d’ integrabilità , ammettono un integrale 
espresso in due equazioni, che devono aver luogo nel medesimo 
tempo. Se poi il numero delle variabili sarà maggiore di quat- 
tro, l’integrale de.H’ equazioni sarà generalmente espresso in 
tant’ equazioni simultanee, quanto è il numero delle variabili 
diminuito di due unità, quantunque spesso possa essere espresso 
in un numero minore d’equazioni. 



176. 

Fin qui abbiamo considerate quell’ equazioni del prim’ or- 
dine, nelle quali i differenziali son lineari: passiamo adesso a 
quelle, che contengono i differenziali elevati ad nna potenza 
maggior dell’unità. Abbiamo veduto (i34), che quest’ equazio- 
ni non ammettono un’integrale espresso in una sola equazione, 
fuorché nel caso, che siano riducibili ad un’altra forma, nella 
quale i differenziali siano lineari . Così l’equazione 
dz % —a ì (dx t -\-dy*) non sarà da se sola integrabile, perchè me- 
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diante l’estrazione della radice quadrata non si può ridurre alla 
forma dz=pdx-+-qdy . Pure se in questa equazione ponghiamo y 
eguale ad una funzione qualunque arbitraria di x, essa divente- 
rà una equazione tra due sole variabili, e perciò capace da «e 
sola d’integrazione. L’integrale pertanto di quest’ equazioni tra 
tre variabili sarà espresso dal sistema di due equazioni simulta- 
nee, le quali comprenderanno una funzione arbitraria, e per 
trovare quest’integrale si potranno usare i medesimi artifizj , dei 
quali ci siamo serviti precedentemente. 

Prendiamo per esempio l’equazione 
dz a zza a dx a -t-b a y a , 

e supponendo x costante avremo dzxzbdy , ed integrando 
zzzby-4-F.x . Differenziamo questa equazione facendo variare 
anche x, e paragonandone il resultato con la proposta avremo 

*bdxdyF.x-+dx a (F.x) a =a a dx a , cioè a bdy=z?p^-—dxF.x, ed 

integrando a byxza a — F.x . Dunque l’ integrale della pro- 
posta sarà espresso dalle due equazioni simultanee 
z—by-t-F.x 

a by^F.x=a a f~ . 

Sia data in secondo luogo l’equazione 
z a dz a —(a a — z a ){dx a -t-dy a ) . 

Posta x costante questa equazione ci darà zdzzxdy\/(a a — *•), 
«d integrando avremo — ^/{a a —z a )xzy-*-F.x . Differenziamo que- 
sta equazione facendo variare anche x, e paragonandone il re- 
sultato con la proposta troveremo l’equazione 

- ■ - (ì jr 

a dyF .x-*-dx F .x'zzdx , cioè integrando zy-t-F.xz= f ~pr^> e que- 
sta equazione combinata coll’altra y-+-F (a a -z a )xzo formerà 
l’integrale della proposta. Si legga una Memoria del Sig. Mon~ 
ge tra quelle dell’ Accademia delle Scienze di Parigi deH'anno 
1784., ove si troverà un metodo elegantissimo per esprimer» 
sotto un’altra forma l'integrale di questa sorte d’equazioni. 

, 77 " 

Consideriamo adesso l’ equazioni del second’ordine tra tre 
variabili x, y , z, le quali non soddisfanno alle condizioni d’in- 



Digitized by Google 




20a 



ELEMENTI 



tegrabilità, e sia in esse supposta dx costante. E cliiaro che po- 
sta yxzF.x quest’ equazioni si ridurranno ad essere tra due sole 
variabili, e perciò capaci d’integrazione. L’integrale primo di 
esse, in qualunque modo si trovi , sarà dunque composto di due 
equazioni, le quali conterranno una funzione arbitraria. Trova- 
te queste due equazioni tra le variabili x, y, z , la ricerca 
dell’integrale finito si ridurrà ai metodi ordinarj . Poiché (171) , 
qualunque siano quest’ equazioni o integrabili da esse sole o nò , 
esse ci daranno z ed y espresse per x in quantità finite, e que- 
sta seconda integrazione non introdurrà alcuna nuova funzione 
arbitraria indipendente dalla prima . Pertanto l'integrale finito 
di quest’eqnazioni del second’ ordine sarà espresso in due equa- 
zioni, le quali conterranno una funzione arbitraria. 

Sia proposta per esempio 1 ’ equazione 

dyd 2 z — dzd 2 y — xdx 2 dy =. o . 

Facendo x costante e dividendo per dy * avremo 
drrf*z — r!zd*y , . , rfz 

— =0 , ed integrando —~F.x „ Differenziamo que- 
sta equazione facendo variare anche la x, e paragonandone il 
resultato con la proposta avremo xdxzzdyF.x . Quindi l'inte- 
grale primo della proposta è rappresentato dalle due equazioni 
dz~dyF.x 
xdxzzdyF.x . 

La seconda integrata ci dà y— j ^ -- , 



e sostituendo 

tiìtF.t 



il valore 



di y nella prima ed integrando avremo z~z j — ^ -■ Pertanto 

l’integrale finito è espresso dalle due equazioni 

_ PxdxF.x 
K= J ~F\x 
Fxdx 

J ~J F’.x 

Prendiamo per second’esempio l'equazione 
■t zd 2 z-t-xyd 2 y-^-xdz 2 -t-xdy 2 -t-yzdxdz-*-y 2 dxdy-*-x( 1 -+-y)dx • =0 . 
Posta x costante questa equazione divisa per x diventa 
zd 2 z-*-yd 2 y-*-dz 2 -*-dy , ~o , e quindi abbiamo integrando 
zdz-t-ydyzzuixF .x . Differenziamo questa equazione, e parago- 
nandone il resultato con la proposta otterremo 
yzdz-*-y 2 dy-+-x{i-*-y)dx-*-xdxF'.xz=o . Quindi l’integrale pri- 
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mo della proposta è espresso dalle due equazioni simultanee 
zdz-t-ydyzxdxF .x 

yzdz-t-y*dy-\-x(i-*-y)dx-*-xdxF'.xzxa . 

Per passare adesso all’integrale finito osservo, che sostituito il 
valore di dz ricavato dalla prima equazione nella seconda, spa- 
riscono da questa i differenziali, e diventa 
y F j-m( i+y)-wF',r=o . Inoltre la prima equazione integrata 
ci dà z*-*-y i —2,F.x : quindi l’integrale finito della proposta è 
espresso dalle due equazioni 
z‘-i-y-‘— 2 .F.x 
y(x-+-F .x)- kt( i-hF' .x)~c . 

In questa seconda equazione svanirà la y, se farò F .x-*-xxzo. 



o sia F.xxx, 



x* 

a 



-¥-a , ma questa medesima supposizione dando- 



mi F'.x- 4-1=0 toglie di mezzo la seconda equazione. Rimane la 
sola equazione a*-*-j 9 -»-x*=a, che soddisfa alla proposta: dun- 
que essa ammette un’integrale espresso da una sola equazione, 
ma questo integrale è particolare , perchè contiene una sola co- 
stante . 



178. 



Abbiamo fin qui supposta dx costante; consideriamo ades- 
so quell’equazioni, nelle quali niuno elemento sia supposto co- 
stante. Data l'equazione del second’ ordine 

Pd 9 x-e-Qd 9 y-*-jRdy 9 -1 -Sdxdy-e-T dx 9 =0 
tra le variabili x ed y, nella quale niun differenziale primo si 
pone costante, stabiliscono generalmente i Geometri, che que- 
sta equazione è assurda, cioè non significa niente, e non ammet- 
te integrale completo, che quando Pdx-*-Qdyxzo è una equazio- 
ne identica . Se poi l’equazione Pdx-*-Qdyzzo non essendo iden- 
tica soddisfà però alla proposta, ne è un integrale, ma partico- 
lare , perchè non contiene alcuna costante arbitraria . Pure 
vedremo adesso', che quella equazione è sempre reale, ed am- 
mette un integrale, alcune volte espresso in una sola equazione, 
per lo più in due. L’errore di crederla assurda è nato dal sup- 
porre , che siccome nella equazione differenziale non vi sono che 
le variabili x ed y, cosi le medesime sole variabili debbano 
aver luogo nell’integrale. Eppure è ovvio il caso, in cui non 
avendo luogo nell’equazione differenziale che la sola variabile 
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y, nell’integrale però entra ancora un’altra variabile x , che 
vien dalla differenziazione eliminata. Perchè se Y e P sono due 
funzioni di y, data l’equazioue o si pone che abbia luo- 

go in essa un’altra variabile x, di cui il differenziale primo sia 
costante, e si trova l’integrale primo rii quella equazione essere 
dYzxadx , e l'integrale finito Y—ax-+-i . Così se sarà data l’equa- 
zione Md(Pdx-\-Qdy)zzc , ove M . P, Q son funzioni di x ed y, 
e nel differenziare la quantità Pdx-+-Qdy niuno elemento si 
suppone costante, avrà luogo nel problema che ha condotto a 
quella equazione, un’altra variabile u, di cui il differenziale 
primo sarà costante. Quindi l’integrale primo della proposta sa- 
rà Pdx-*-Qdy—adu, ove a è una costante arbitraria. Per passa- 
re all'integrale finito convien notare due casi; r.° se Pdx-t-QJy 
è una differenziale esatta, avremo integrando di nuovo 
f(Pdx-t-Qdy)—au-+-b, ed in questo caso soddisfarà al problema 
una superficie; ».° se Pdx-*-Qdy non ò una differenziale esat- 
ta, sia iV il fattore, che la rende tale , ed allora l’integrale fini- 
to della proposta sarà espresso dalle due equazioni 
fN(Pdx-*-Qdy)—F.u , aN—Fu , cioè soddisfarà al problema 
una curva di doppia curvatura. 

L’istesso avrà luogo nell’ equazioni della forma MdPzz . o , 
ove P è una funzione differenziale del prim’ordine, qualunque 
sia il numero delle variabili in essa contenute. L’integrale pri- 
mo sarà Pxzadu , e l’integrale finito sarà espresso da una o più 
equazioni , che si troveranno con i metodi esposti di sopra. Sia 
data per esempio l’equazione: 

y 3 zd * z-t-y 3 dz 3 -t-ydxdy-t-xyd » y—xdy 3 -*-y ® dxdz-y-y 3 zd 3 xxzo . 
Dividendola per y 3 troveremo il suo integrale primo essere 

zdz-t-—- +-zdxzzadu . 

y 

Siccome questa equazione non soddisfa ai criterj d’integrabilità, 
il suo integrale (>74) sar à rappresentato dalle tre equazioni 
z a -t-axlog.jzzi' , .(x , u) 

»log.y-a*=(^) 



La terza ci dà Fxixau-*-f.x , e sostituito questo valore di F nel- 
le altee due esse diventeranno 
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2 * -*-2 .ri og . i— in u-*-<p.x 
2log. y — 22=^'. x , 

e formeranno l’integrale finito completo della precedente equa- 
zione del second’ ordine . 

Consideriamo adesso l’equazione generale 

Pd 3 x-*-Qd 3 y-¥-Pdy 3 -t-Sdxdy-*-Tdx 3 —o , 
e se essa non sarà riducibile alla forma Md(Pdx-t-Qdy)— 0 , le 
due equazioni, che ne formano l'integrale primo , si troveranno 
nel modo seguente. Facciamo N(Pdx-t-Qdy)—duF.u , e differen- 
ziando questa equazione nella ipotesi di du costante paragonia- 
mone il resultato con la proposta; ed avremo 
dxd.NP-*-dyd.NQ—N(lldy 3 -*-Sdxdy+Tdx 2 )=zdu 3 F.u , e quin- 
di le due equazioni 

N( Pdx-t-Qdy) —du F. u 

dxd. NP-*-dyd. NQ—N(Rdy 3 -*Sdxdy-*-T dx 2 )—du 3 F.u 

formeranno l’integrale primo della proposta. La ricerca dell’in- 
tegrale finito dipenderà dai metodi ordinarj; ma qui si osservi, 
che la quantità N è pienamente rilasciata al nostro arbitrio, e 
perciò possiamo prenderla in modo da render facile questa se- 
conda integrazione. Prendiamo dunque per N il fattore, che 
rende la quantità Pdx-t-Qdy una differenziale esatta , e in tal 
guisa si otterrà l’integrale della prima equazione. 

Sia data per esempio l’equazione 

x , d 3 x-*-x 3 yd 3 y—y 3 dx 3 -t-x 3 dy 3 -*-a 3 dx 3 zxx) . 

Prendendo troveremo che l’integrale primo della propo- 



sta si esprime con le due equazioni 

xd x-4-ydyxxd u F.u 

*- ±r=?i dx >=du 3 F’.u . 

X 3 

La prima di quest’ equazioni integrata ci dà x 3 -*-y 3 —iF.u , e so- 
stituito questo valore di x a -*-y a nella seconda essa diventa 

" it —dx 3 —du 3 F'.u , cioè — —dui / - JT “ — , e quindi 
x * x y ir .u— a 3 * 

log.x=^du| / / // - . Pertanto l’integrale finito della pro- 
posta sarà espresso dalle due equazioni 
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x a -fy a zzzF.u 
\og.x=fdu j/ • 

Se facciamo 2 F.uxza* , la prima equazione diventa x*-*-y a =a a , 
e la seconda dx*zxdu 2 F' .u ci dà similmente 

jn-t-ya — a » : dunque la proposta ammette un’integrale partico- 
lare espresso dalla sola equazione ar a -*-y a =a* . 

CAPITOLO X. 

De IT equazioni a differenze finite . 



Si dice equazione a differenze finite quella, nella quale son 
contenute le variabili, e le loro differenze finite. Il Sig. de la 
Grange è il primo, il quale si sia occupato in questa sorte di 
equazioni, ed ha dimostrato che se ne poteva ottener l’integrale 
con i medesimi artifizj, con i quali s’integrano l’ equazioni dif- 
ferenziali. Siccome ponendo y'zryn-Ay , y"=y'-*-Ay' , ec. le dif- 
ferenze di y di qualunque ordine si possono esprimere per mez- 
zo delle quantità y, /, y", ec.; così l’ equazioni a differenze fi- 
nite tra le variabili x ed y si potranno ridurre ad una forma, 
che contenga x, y, e le quantità y', y", y"', ec. Noi ci raggire- 
remo particolarmente sull’ equazioni lineari , perchè queste sono 
di maggiore utilità, e le sole nelle quali i Geometri si sono con 
qualche successo esercitati . ( 

Sia dunque proposta l’ equazione Ay—By'—X , ove A, B , 
ed X son funzioni di x , e la differenza finita di a: è in qualun- 
que modo variabile. Facciamo yxze U t, ove net son due nuove 
variabili , e la proposta prenderà la forma 

(j e u —Be u ~*‘^ u )t-—Be u ~*~^ u AtxzX. Ponghiamo ~o la quantità 
moltiplicata per t, ed avremo per determinare u e t le due 

equazioni A—Be^xzo, e —Be li At=X . Dalia prima ricavia- 
mo Aidog.^ , ed integrando u=Elog.yj > e sostituendo questo 
valore nella seconda abbiamo 
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frrc— 2.e B ,e q ,undl y=« t 



S-l°g-4 



rie 






1 ^ 

J °g -5 



21og4=2 

y=e i c— 2 



-a* v 

li 

- ,0 s 4 ’ 

- slo «4 x 



-^4 , o sia 



perchè 



Si cerchi per esempio il numero delle permutazioni , che si 
possono fare con x lettere. Se chiamiamo y il numero delle per- 
mutazioni per x lettere, ed y' quello per lettere, è chiaro 
che trovate tutte le prime permutazioni avremo tutte le secon- 
de, se nelle prime porremo la nuova lettera o nel primo, o nel 
secondo, o nel terzo ec. , o nell’ ultimo posto. E siccome questi 
posti sono x-+-i , avremo perciò y'~(x-t - 1 )y . Integrando adunque 

otterremo 1 ^ t e questo valore di y ci darà il nu- 

mero cercato delle permutazioni, dopo che avremo determinata 
la costante c. Ma prima si osservi che 2.1og.(x-4-i) è eguale al- 
la somma della serie log.i-t-log.a-+-log .3 .... -t-log.x , cioè 

=!og. 1. a. 3 . 4 - • • • x, e quindi e ^*-*°8-( ;r ' 4 ‘ , ) =I . a .3. . . . Xm Sa- 
rà dunque j^c.i.a. ... x; e poiché si ha una sola permutazio- 
ne , quando x=l , sarà C—l , ed yrzi . 2 . 3 . . . . x . 

Generalmente nel caso di Ax=i, l’integrale dell'equazione 
A x y—y'=X, ove A ^ rappresenta una funzione data di x, può 

rappresentarsi così: 

X 



r=A .A 

1 a 



i \c — 2. 

x — 1 [ 



A .A 

1 a 



] 



180. 

L’equazione precedente si può sempre integrare, qualun- 

3 ue sia la differenza di x ; ma in generale bisogna tener conto 
i questa differenza, la quale può esser costante o variabile se- 
condo qualunque legge. E siccome il caso della differenza co- 
stante è il più semplice di tutti , ognun vede che molto si acqui- 
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stero, se a questo si ridurranno tutti gli altri casi infiniti delle 
differenze variabili. Sia data una equazione qualunque Mzz o 
tra le variabili x edy, e la differenza finita di x sia <p.x — x , 
ove col segno <p.x indico qualunque funzione di x . Si faccia 
x— ad una funzione p _ di z, e questa funzione p si deter- 

mini in modo, che quando x varia di <p.x—x, la z nella funzio- 
ne p _ varj dell'unità. Avremo dunque , e siccome 

f.xzzipp^, otterremo l’equazione a differenze finite e costauti 
p z - L’ integrale di questa equazione ci darà il valoro 

• di p„—x , onde potremo dedurre il valore di s per x . Se ades- 
so nell’equazione data facciamo x—p , y diventerà una fun- 
zione di z che chiameremo t ^ , e dopo questa sostituzione se 

M diventa Mi , avremo l'equazione Mi~o tra le variabili z 
e t ■ , ove la differenza di z è costante eguale all’unità. Sia 

t _pzP T integrale di questa equazione, ed avremo per l’integra- 
le della proposta yzzP , se in P porremo in luogo di s il suo va- 
lore dato per x . 

Per maggiore schiarimento supponghiamo che l’equazione 
M— o sia lineare, cioè della forma 

Ay+ By> ’+Cy" ’-wc.- Y , 

ove A, B, C , ec. ed X siano funzioni di x. Se Ai, Bi, C i, ec», 
Xi sono i valori di A , B, C, ec., .Y, quando in luogo di x vi 
si pone p , l’equazione M t—O sarà della forma 

A i /-t-ZJ i t'-t-C i t"-+-ec.—X I . 

Adesso trovato l’intpgrale t—P avremo y=P, se in P sostituire- 
mo x in luogo di p . Si osservi che mediante questa sosti- 
tuzione le quantità A 1 , Bi , Ci , ec. ed X i ritorneranno ad es- 
sere A , B, C, ec. , eri X . Quindi non occorrerà far da princi- 
pio alcuna sostituzione in A , B, ec. , purché si osservi nel de- 
corso della integrazione di non fare intorno a queste quantità 
alcuna integrazione, la quale potesse mescolarle cou altre quan- 
tità, che porta l’integrazione. Poi nella quantità P si troveran- 
no intatte queste quantità, e la sostituzione del valore di z do- 
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vrà farsi nelle quantità, che ha portate l’integrazione. Le ope- 
razioni per altro sulle quantità A,B,e c., le quali implicano 
la differenza ola somma, dovranno eseguirsi secondo il sistema 
di differenza variabile, che regna nella proposta. Ecco pertanto 
a qual cosa si riduce questo metodo: s’integri la proposta, come 
ae la differenza di * fosse =1 , avvertendo di non eseguire ma 
accennare soltauto le operazioni sulle quantità A, B, ec., poi 
lasciate intatte queste quantità si ponga da per tutto in luogo di 
x il valore di z ricavato dall’equazione . 

Tutto adunque dipende dal trovare un valore particolare 
di , che soddisfaccia all’equazione P Zm ^_ ì — < P-P„ > l’integra- 
zione della quale supera in generale le forze dell'Analisi. Noi 
accenneremo varj casi, ne’quali questa integrazione può ese- 
guirsi . • 

Sia <p.xzzax-*-b, ove a e b son quantità costanti, ed avre- 
mo P,_ t _ l — a P z -*-b > e facilmente troveremo (179) 

Ca Z — h fi" ìt i* . jr^ O S 1 

p rz: zz , se facciamo G=i . bara dunque 

r z a — 1 a — 1 ^ 



xzz. 



P z 



a z —b log i)x] 

, e zzz : — . 

o— i log. a 

Se ip.xzzax , avremo =a P z » e ponendo 

q z q z + 1 

za otterremo a zza , e prendendo i logaritmi 



’Z- 4-J 



zzmq -4-1 . Questa integrata ci dà q zz 



Cm z — 1 



-, e quin- 



Cm~ — r 



di abbiamo p zzxzza m 1 e prendendo i logaritmi 

_ l0 ^\C Clog a / .. 

zzz — , o piu semplicemente 

log./» 

log.[log,<w-(m — i)log.x] log.log.«x W 1 

log./» log./» 
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Sia Q.x^y/ (a-¥-bx n ) , ed avremo p^^_ =a~*-bp™ , dalla 
quale posta p 1 ^ — / ì z ** deduce q^^^—a-t-bq^ . Questa integra- 
ta ci dà e quindi p zzxzz\/ h -j~- ; onde si rica- 

va x n (b— i)-t-azzb z , e presi i logaritmi 



log 

l °z- b 

Sia ipx^x* — a, ed avremo p —p a — a, e facendo 

r z-*-i r z 



Pj=4r+. 



otterremo q 



z-t-i 



■ — - — alla qual’equa- 

? Z-+.1 Z '1 z 



rione possiamo soddisfare ponendo q ^^xzq'^ . Sia 7 Z = « Z > ed 



avremo r zzzr , ed r ~Cz s : quindi sarà n ~c 
2-4-1 z ’ z ’ 1 ‘ z 



Cz 



p —r~e 
r z 



Cz —Cz Z 

-4-e 



=acos.a r posto C— r|/ — i , e perciò 



a =Arc.cos.— , e *=- 



log.Arc.cos- — 



a ' log .2 

Agli accennati potremmo aggiungere molti altri casi, ne’qua- 
li può integrarsi l’equaaione P z ^ f —$-P z ' ma anche senza que- 
sta integrazione troveremo il valore di z , che deve sostituirsi in 
luogo di x . Infatti se *~p z » viceversa sarà zxxq x , essendo q x 

una funzione di x, e siccome tfi.xxzp^^^ , avremo z-*-izxq ^ x , 
e quindi izzq ^ — q ^ , cioè q^=zz=2 1 , prendendo questa som- 
ma nel sistema della data differenza variabile. Fatta dunque 
l’integrazione dell’equazione data, come se la differenza di x 
fosse l’unità, convien dopo sostituire nell’integrale 2i in luogo 
di x, avendo però riguardo alle altre avvertenze di sopra accen- 
nate. Siccome pertanto l’ equazioni a differenze variabili si pos- 
sono ridurre ad altre, nelle quali le differenze son costanti, nel- 
le ricerche seguenti supporremo sempre che la differenza di x 
sia eguale all’unità . 
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181. 

Sia data adunque da integrarsi l’equazione dell’ordine n 

Ay+By'+Cy" -^Ny (n) =X , 

i coefficienti della quale sono funzioni di x. Moltiplichiamola 
per una funzione P di x, e ponghiamo che il di lei integrale sia 

(1) P(Aiy-*-Biy'+Ciy" ■^Miy^~ l) )=l l .XP . 

Prendendo la differenza di questa equazione, che è 

p‘(Aty+Biy-t-Ciy" +.Mi'yty=xp , 

-P(Aiy-*-Biy'-*-Ciy". . . . -t-Miy^ n ~^) 
e paragonandola con la proposta avremo per determinar Ai, 
Bi, ec. l’ equazioni ' 

Ai- -A e Mi'P-NP 

BizzAi'~—B 

Ci=Bi’^-C 

ec. 

cioè 

Ai— —A 

P< 

Bi— — B—A'~- 

p, pii 

Ci-—C—B'~—A'-p 



pi pn 

. . . 



P 



onde, siccome Mi'P'zzNP , avremo per determinar PI’ equa- 
zione 



(a) NPi-M'P'+L"P"-i-K'"P"' ^(»)p(») = o . 

Se conosceremo n — r valori particolari di P, avremo n — 1 equa- 
zioni della forma dell’equazione (1), dalle quali eliminando 

y" , y '" ^ giungeremo ad una equazione della forma 
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Ry-t-S y— -Y r , la quale integrata ci darà il valor completo di y. 
E qui applicando il ragionamento usato di sopra (14Ó) trovere- 
mo, che la proposta si può completamente integrare, allorché 
si conoscono n— 1 integrali particolari della medesima nel caso 
di X-zdo , cioè che il teorema del Sig. de la Grange per l’equa- 
zioni differenziali ha luogo ancora per l’ equazioni a differenze 
finite . 

Se i coefficienti A, B, C, . . . . N son costanti, 1 ’ equa- 
zione (a) diventerà 

pii p( n ) 

=0. 

pi pii pii pi piu 

Facciamo -p-'=u, e sarà -zzp-.-p —uu, ~^=uu'u" , ec.; on- 
de apparisce, che potremo soddisfare all’equazione precedente 

ponendo ad una costante a, e P=a x , ed a sarà data dall’e- 
quazione 

N-*-Ma+-La* Aa 1 — o . 

Trovato il valore di a avremo 
A 1 = — A 
B\— — B — Aa 
G 1 — L — ila — A a * 

0 sia in altra forma 

A I-—- 
a 

Bi=-- 

a 

c,=* 

a 



ec. 




C D 


N 

, • • -4- 


a a ~*~a‘ 


n 




a 


D 


N 


a» ’ ‘ H 


n — 1 



N 



n— a 




e l’integrale della proposta sarà 

a x (c+Za 1 X)z=.Aiy-*-B ly -*-C ly" .... -*-Miy^ n ^ . 
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Se chiamiamo ai , oa, ec. gli altri valori di a, e suppon- 
ghiamo che le quantità Ai , B i ,ec. ai cangino in A a, AJa ,ec. , 
o in ^43, J33 , ec. , allorché a si cangia in ai o in aa , ec. 
avremo le n seguenti equazioni 

a X (c-¥-^.a X X)— A iy-*-Biy'-*-C\y" .... + Mi y^ 1 

a i X {c i -t-^a i x X ) = A ay-t-Bzy ' .... -t-Mny( n *) 

a a - (ca-+-2aa x X)zzlA 3y-+-B3y ' .... -f.AT3y ( '*“ l) 
ec. 

Per eliminare /, y", ec. da quest’ equazioni, alla prima di esse 
aggiungiamo la seconda moltiplicata per A, la terza moltiplica- 
ta per Ai , ec. , ed avremo 

v a (c-*-Sa .Y)-t -Aai ^ci-t-Sai^YJ-t-A taa r (ca-«- 2 a 2 ' r .Y)-+-ec. 

Ai-t-kA2-4-kiA3-b-ec. 

e le quantità A, Ai , ec. saranno date dall* equazioni 
B i-+-k Bo,-i-k i B3-f-ec.~o 
Ci-*-ACa-*-A iC3-*-ec.=o 



Saranno dunque A, Ai , ec. quantità costanti , e quindi avremo 
*~ X (c+2a x X) ut ar X (ci^ai x X) , <n x (cx4Xg»*X) 
m mi » mz 

essendo m, mi , mi, ec. quantità costanti . Per determinarle so- 
stituiamo questo valore di y nella prima delle precedenti equa- 
zioni , ed avremo , 

• (c-*-2n Xjzza (c-t-Sn^AT)/ . Bi Ci Dt \ 

{ h — 4 . -«.ec. I 

m \ a a » a» / 

BtX C< ( X X'\ Di /X X' X"\ 

ml^ + 7r^ + ^Tr ec - 






ma 
ai " 

BiX 



'(et-f-Sai X){ j Bt C\ \ 

— — [A n 1 --t-ec. ) 

mi \ ai ai* / 

£ )- 
ai/ 



C\f X 
mi lai * 



I-t-ec. 



miai 
■+■ ec. 

Siccome questa equazione dev'essere identica , converrà che sia 
1 / . Bt Cx Di \ 

j— 1 . e gli altri termini devono da 

Tom. II. 35 
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a 7 4 - 

loro stessi svanire . Sarà dunque m=zAi-+- — - -t-ec., e so- 

stituendovi i valori di A i , B i , ec. 

B a C iD nN 

Tri— — i — r -i — r • • • • h . 

a a* a* n 

a 

È facile il vedere che questo valore di m è il differenziale della 

B C D N . , 

quantità Aa • • • • preso per rapporto ad a e 

a 

moltiplicato per— I valori di mi, ma , ec. si troveranno, 

se si riflette, che m si cangia in mi, ma, ec. quando a diventa 
ai, aa, ec. Dunque, se facciamo 

P—Aa-Bza-Cz*a-Dz ! .... -+-Nz n , 
avremo i valori respetti vamente di m, mi, ma, ec. , se nella 

. , dP ,, ■ i r i ir 

quantità z-j- ponghiamo z=- , = — , =— , ec. , ove - , ~ , 

— ,ec. son le radici dell’equazione P — o . 

«a 

i8a. 

Il Sig. Euler ha fatta il primo l’importante riflessione, che 
le costanti arbitrarie , le quali son contenute nell’integrale 
dell’ equazioni a differenze finite, possono esser funzioni di x 
purché esse sian tali ,che non cangino valore, quando x diven- 
ta x-t-i . Per conoscere, qual’esser debba la torma di queste 
funzioni supponghiamo , che il cerchio TM (Fig. 9), di cui la 
circonferenza è ==r , scorrendo sulla retta Aa descriva col punto 
M la Cicloide AMamec.. È chiaro che l’applicata PM non 
cangeTà valore, quando l’ascissa AP crescerà dell unità: infatti 
se prendiamo ap-=iAP , l’ordinata pm , che corrisponde all’ascis- 
sa Ap=AP+Aa=AP-*- 1 , sarà sempre eguale all’ordinata PM 
corrispondente all’ascissa AP. Oltre la Cicloide se si concepi- 
sce una curva qualunque A'Mam'ec. regolare o irregolare, di 
cui la porzione A'M'a' corrispondente alla parte Aa dell asse si 
ripeta similmente per tutta l’estensione dell’asse, anche 1 ap- 
plicata PM di questa curva avrà la medesima proprietà. Se 
l'equazione di questa curva è PM'—p.AP, sostituendovi in 
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luogo di AP il suo valore in PM diventerà PM'=£V .PM ; e 
quindi 'V .PM sarà la forma generale di quelle funzioni che non 
variano, quando AP cresce uell’ unità. Ora è PM=zCT-*-MO 

— — — 1 -MO, se esprimiamo per p il rapporto della periferia al 
diametro, e chiamando x la retta AT~ r all'arco TM facilmen- 
te vedremo essere MO=.-—co%.zpx . Dunque sarà PM' una fun- 
zione di cos.a px , e questa funzione si manterrà costante quan- 
do AP si cangia in AP-*- 1. Ma poiché AP=x—CO 
—x — [/(CM 1 — MO 1 ) , quando AP diventa AP-*- 1 , x diven- 
terà x-r-r , giacché MO non varia. Quindi F.cos.zpx non mu- 
ta valore, allorché x si cangia in x-«-t , e possono perciò essere 
eguali ad una tal funzione le costanti arbitrarie, che hanno luo- 
go nell’integrale dell’ equazioni a differenze Unite. Nel caso che 
la differenza di x fosse in qualunque modo variabile, dalle cose 

5 recedenti apparisce, che la forma delle costanti arbitrarie sarà 
’.coa.apHi . 

i83. 



Per mostrare qualche uso dell’ equazioni a differenze finite 
sia data la serie ricorrente 

a , a' , a", a.'", . ... y . 

E noto che questa serie é tale, che esiste una equazione lineare 
tra y ed i termini consecutivi y , y” , ec. della forma 
Ay-*-By'-*-Cy"-*-Dy"'-*-cc.z=:X . Quindi la ricerca del termine 
generale delle serie ricorrenti dipende dalla integrazione di una 
equazione a differenze finite . 

Ma un uso più insigne di questo calcolo consiste nella de- 
terminazione delle funzioni, che' son comprese nell’integrale 
dell’ equazioni a differenze parziali; il quaPuso è stato nel me- 
desimo tempo osservato dai Sigg. la Place , Condorcet , e Mon- 
ge . Sia data l’equazione Pz^AF.Q, ove P è una funzione di 
x, y, z, ed A e Q son funzioni di x ed y . la qual’equazione 
rappresenta l’ integrale di una equazione lineare a differenze 
parziali del prim’ ordine; e si debba determinare la funzione ar- 
bitraria F.Q in modo, che quando yzzM sia zzzN , ove M ed 
N rappresentano due funzioni date di x. Supponghiamo ché 
posto M in luogo di y , ed N in luogo di z l’ equazione 
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^F.Q Ji ^tì P, =A,F.Q t , . face „ d0 Q, =I „„ * 

1 —l .t , e siccome 7 e data , avremo così la forma di E r sf, 
proposta per esempio l' equazione *=F.(x^) , che è VlnÌ^ 
dell’equazione = (-£), e debba determinarc , a fanzione 

arbitraria in modo, che sia z=x n quando y è essendo „ 
costante. Per mezzo della sostituzione di questi valori la propo- 
sta diventerà x n =F .( X + x .) . Facciamo e sostituendo 

in luogo di x il suo valore - ld= ^ ( | ~ 4 "40 avremo 






, e quindi F.(x+y) per soddisfare alla 



condizione precedente dovrà esser della forma 
[— >=fct/(i-*- 4^4r )l ra 

n 

2 

Adesso data l’equazione P=A FQ+Bf.R , ove P è funzio- 
ne di x,y, e x, ed ^4 B, Q, ed B funzioni di x, ed y, si deb- 
bano determinare le due funzioni arbitrarie in modo, che sia 
quando y=M , e z=N, quando yzzMi , essendo M, N, 
, ! , A j funzioni di x. Supponghiamo che sostituiti questi va- 
lori la proposta si cangi nelle due seguenti equazioni 

(a) Pi~AiF.Q\-+.Bif.Ri 

(b) PzzzAnF.Qn-4-Biif.Ilz . 

Si faccia Rizzi, e sostituito il valore di x, che si ricava da one- 
sta supposizione l’equazione (a) diventi 1 

(c) TzzuFj+fift . 

Similmente posto Rhzzì , e sostituito il valore di x l’equazione 
(i o ) si cangi in ’ 



(d) Tizz:aiF.6i-4-{hf.t. 

Dall equazioni (c) e (d) si elimini ft , e si otterrà 

(e) a(hF.9—ai()F.0izz(1iT—pTi. 

Ora se ponghiamo 0 i=0-+-A0 , sarà questa una equazione a diffe- 

j C ", ze e d '1 di lei integrale ci darà il valore determinato 

della tunzioue F. 
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77 



Sia proposta per esempio l’equazione z=F.(x-*-y)-*-f.(x — y), 
ove si debbano determinare le funzioni arbitrarie , in modo che 

sia zxxbx m quando yxxax, e zzzix n quando yzzhx, essendo a, 
b, h, i, m ed n costanti. Avremo 



(o) bx m =F.(i-+-a)x-+-f.(i — a)x 

n 



(b) ix —F. ( I -4-h)x-*-f{ i —h)x , 
e quindi facendo nella prima (t — a)x=U , e nella seconda 
(i— h)xzxt otterremo 

<«> -j£—=r.'XU*U, 



('—) 

ir" 



m 



i — a 



(d) _ii =F.i±jW.f, 

,/i i— A 



ed eliminando f.t 






(e) F.I^ft-F— t= 

I CL 1 — il 



bt " 



It 



(*-*)"* (i-A)" 

i(l~a) n t n 



o sia ponendo t in luogo di 1 






bt n 



e facendo li — , cioè A/= — a)r 
(i-»-a)(i— A) (i-wj)(i— A) 



-AF.t 



W 



m 



.ni* 

t(i — a) t 



«d integrando 



(l-W») WÌ 



F.t 



i(i—a) n 



2 . 



■S.f 



m 



(t-t-o) (l— A) (l-4-a)” 

Ma è facile il vedere, che quando A tzzDt, essendo D costau- 



t ri . Tl 

te, e ~.t — - 



(D+i) n -i 



; dunque avremo • 
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F( __ b{,-h) m , m 

(r-a) ^(i- 4-A)**— A) W (i-n)” l (i-<-4) ,n -(i_^)" I (t -A) 77 * 
Trovato il valore di F.t, l’equazione (c) ci darà 



b(,+h) m t 



,n n 



. n , 

/(»- 4 -*) t 



ft— 

Quindi l’equazione z—F.(x-*-y)-*-f.{x—y) per soddisfare all* 
condizioni precedenti dovrà aver la forma 

H 1 — a ) n (x->-y) n —‘ ( » -*-a) n (x— y) n 

(i— a) — (i-t-a) J (i— h) n 

H 1 — h) m (x-t-y) m — b( 1 -+Ji) m (x — y) m 

(x-a) m ( l +h) m -{i+a) rn (i-h) m 

184. 

Passiamo a dir qualche cosa dell’ equazioni a differenze fini- 
te e parziali. Se z esprime una qualunque funzione di x ed 
x , y 



* 



l >y 



esprimerà il valore di questa funzione, allorché x 
varia dell'unità y rimanendo costante, e ^ esprimerà il 

valor della funzione , quando x restando costante y varia 

dell’unità; quindi z — z sarà la differenza parziale 

1 x-*-i ,y x,y 1 

di z presa per rapporto ad e z — z sarà la diffe- 

x,y* * rr > ar.y-t-t x,y 

renza parziale presa per rapporto ad y . Quell’equazioni, che com- 
prendono le quanti tàz^ ^ y , z ^ > y , z* ^ , ^ , ec. 

si chiamano equazioni a differenze finite e parziali. Per mostrar 
l’uso di quest’ equazioni snpponghiamo, che sia data la serie 
seguente 



z 

0 , 0 


Z 1 ,0 


z 

a,o 


_ • • • 
3, 0 


... 2 

X , 0 


ec. 


z 

0 , I 


Z I , > 


z 

a, 1 


z : . • . . 

3, 1 


Z X, 1 


ec. 


z 

0,2 


2 

1> * 


2 

2 , 2 


*3,2 * • ’ 


• ■ • Z X , a 


ec. 


2 

o,y 


Z 


2 


r, . 

3 > y • • • 


2 

• • • x , y 


ec. 



•c. 
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Se un termine qualunque z di questa serie è costontemen- 

*i y 

te eguale ad un numero qualunque de’ termini precedenti presi 
nella medesima linea di z ■ , o nelle linee superiori, e molti- 

& i y 

plicati ciascuno per una funzione data di x ed y; queste serie si 
chiameranno doppiamente ricorrenti , e la ricerca del termine ge- 
nerale z dipenderà dalla integrazione di una equazione a 
x , y * • 

differenze finite e parziali, come la ricerca del termine generale 
delle serie semplicemente ricorrenti dipendeva dalla integrazio- 
ne dell’equazioni ordinarie a differenze finite. Due gran Geome- 
tri i Sigg. de la Place , e de la Grange si sono con gran succes- 
so occupati in questo genere d’equazioni, il primo nel Tomo 
VI., e VII. delle Memorie presentate all’ Accademia delle Scien- 
ze di Parigi, il secondo nelle Memorie di Berlino dell’an. 1775. 
Noi daremo una idea de’loro metodi relativamente adequazio- 
ni del prim’ ordine, consigliando però i nostri leggitori a cerca- 
re nelle Opere citate ulteriori cognizioni per questo bel ramo di 
Calcolo Integrale, e specialmente per il di lui uso nella Dottri- 
na delle Probabilità . Ma prima consideriamo il caso di alcune 
equazioni a d inerenze parziali , le quali facilmente si riducono 
a differenze finite ordinarie, qualunque sia il loro ordine. Sia 
data l’equazione 

z -t-Az +Bz .... -kZVz —T, 

x , y x- 1 , y - 1 x-a , y - a x-n , y-n 

ove le x ed y variano egualmente in ciascun tonnine, ed i coef- 
ficienti A, B , . . . . N , e T son fnnzioni di .r ed y . In luogo di 
queste variabili introduciamone altre due u e t in modo, che sia 

uzzx — y, e tz=.x\ sarà z —n . , * —p 

J x,y t ’ x— i,y— 1 r u,t— i’ 

x—2,y— r^Uyt— a’ ec '’ e 1 e( l uazione data prenderà la 

forma 

Pu, t+ A 'Pu , t-^ B 'Pu,t - a • • • • + Nl Pu, t-n= T '> 

ove i coefficienti Ai , J 3 i . . . . IV 1 , e T 1 son funzioni di u , e 
t . Supponghiamo u costante, e l’integrale di questa equazione 
a differenze finite ordinarie diventerà quello della proposta, se 
in luogo delle n costanti arbitrarie vi porremo altrettante funzio- 
ni di u , cioè di x — y. 



Data per esempio l’equazione z 



*,y 



-*-arr z , 

J X— I, T— I 
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essa diventerà p u t +.t(t—u)p u =o; e siccome (179) l’in- 
tegrale di questa nella ipotesi di u costante è 
P u t - c - ' a - 3 • • • • t(u— i)(u— a) .... (u—f) , l’integrale della 
proposta sarà ■ 

z x, y =I - 3 - 3 • • • • ar(4f— jr— i)x— J— a) . . . (— y)F.(x— y) . 

Qeneralmente se i coefficienti di questa equazione saranno 
funzioni di ambedue le variabili x ed y, l’integrale di essa di- 
penderà dalla integrazione di una equazione a differenze ordina- 
rie con i coefficienti variabili, e dipenderà dalla integrazione di 
una equazione ordinaria con i coefficienti costanti , se i coeffi- 
cienti della proposta saranno funzioni di a>— y . 



i85. 

La forma generale dell' equazioni lineari a differenze finite 

e parziali del prim* ordine è la seguente 

z ~az -i-bz h-T , 

x-*-i,y x ,y x,y-*-i ’ 

ove a,b , e T sono funziorfi di x ed y. Il Sig. de la Grange in- 
segna ad integrare questa equazione nel caso di a e b costanti , 

e Txzo col seguente metodo. Si ponga z ove siano 

x, y 

a e p quantità costanti, e sostituito questo valore avrassi 

acza-t-bp , e quindi z z^(a+h$) X , e svolgendo in serie 
x,y 

la quantità (a-*-b(ì) x 

x,y r a 

e questo sarà un valore particolare di z r , in cui la costante 

x, y 

P può esser qualunque. Per dedurne l’integrale completo si os- 
servi, che, siccome il valore trovato di z soddisfi alla pro- 

x , y 

posta, la sostituzione di questo valore deve renderla identioa , e 
quindi perchè /? può esser qualunque, se dopo questa sostitu- 
zione porremo tutti i termini della equazione da una parte , sva- 
niranno i coefficienti delle simili potenze di ? . Se adesso i coef- 
ficienti del valore di z x y restando i medesimi , in luogo di ^ 
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porremo nna qualunque funzione arbitraria di y , in modo che sia 

* —>i X F. y-t-xa r ~ ' bF(y •+• 1 )-t- -a X 2 b* F(y-+-a) ...-*-b X F(y-t-x), 

e sostituiremo questo valore nella proposta, svaniranno dopo 
questa sostituzione i coefficienti delle simili funzioni, come pri- 
ma svanivano quelli delle situili potenze di (} , poiché sono in 
un caso e nell'altro i medesimi. Perciò anche questo nuovo va- 
lore di z soddisfa alla proposta, perchè la rende identica, 

x • y 

e a motivo della funzione arbitraria F.y ne è l’integrale com- 
pleto , 

Ma a questo integrale si può dare una forma assai più sem- 
plice . Ripigliamo l’equazione , e ponendo bp——ay 

1 x v 

avremo «=— o(y— 1), e quindi z — — (y— \) X , la 

x, j ^ 

qual’ equazione si può porre sotto la forma 






hr 



z Col ragionamento precedente vedremo, 

x, y . 1/ 

che in luogo di y? si può porre una funzione qualunque di y\ 
onde l’integrale completo della proposta sarà cosi espresso 

1 1 x-*-y 

z A* F.y. 

*,y . S 

Ma per dare un’idea degli artifizj, che sogliono usarsi in 

queste ricerche, consideriamo l’equazione 

z zzaz -t-bz -*-cz , 

x,y x — 1 ,y x,y— 1 x — t ,y— 1’ 

ove-i coefficienti sono costanti. Si ponga z ^ ~a x , e sosti- 
tuito questo valore avrassi ap~ap-*-ba-t-c ; onde si ricaverà 

(I— e z . Si riduca la quantità 

j D unfl ger j e discendente ed ordinata per le potenze di 

a , in modo che sia della forma A+A io l -*-Ao.a 2 -+-ec. ; e 
si otterrà 

Tom. IL 36 
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aSa 



£ ,y 



. x j x — i . x — a 

~Aa -+-Ai a -+-/420 -s-ec. 



e ponendo in luogo di a X una funzione arbitraria di x, 

z —AF.x-*-AiF.(x — i)-*-AsiF.(x — a)-*-ec. 
x f y * 

Per applicare questa teoria alle serie si osservi, che posta 
yz=o abbiamo A~\ , Ai—c, Ax=c, ec. , e quindi e* q xzF.x , 

e perciò la funzione arbitraria F.x è ciò che diventa la quanti- 
tà z , quando vi ai pone yxzo . Avremo pertanto 

z ~Az -*-Aiz -*-Aaz -+-ec. , 

x ,y x , o x— 1,0 x— a,o * 

cioè per conoscere il valore di z converrà che sia data tutta 
i x, y 

la prima linea orizontale della serie. Se invece di porre 
„ ~a' c S^ avessimo supposto z 1 avremmo otte- 

~x,y x » y 

notò l’integrale sotto un’altra forma , e la funzione arbitraria sa- 
rebbe stata eguale al valore di z quando jcri , e questa 

* * y 

forma converrà adoprare , quando è data la seconda linea orizon- 
tale della serie, e così in seguito. Ma se sou date le linee verti- 
cali, in tal caso invece di svolgere la quantità (fi tornerà me- 
glio di ridurre in serie il valore di a ; perchè la funzione arbi- 
traria dipenderà allora dal valore dì z ^ ^ quando m—o , cioè 

dalla prima lineo verticale della serie. 

Sia data per esempio la serie 

o,i,2,3,4»5* ec - 

o,o,j , 3 , 6 , io , ec. 

0,0,0, I , 4 » 10 » ec * 

o , o , o , o , i , 5 , ec. 

ec. 

ove la prima linea orizontale è tutta formata di unità, e la pri- 
ma linea verticale eccettuato il primo termine che è = i è tutta 
composta di zero, e ciascuno degli altri termini è eguale all* 
somma del precedente nello medesima linea, e di quello che 
sovrasta al precedente nella linea superiore; e si debba trovare 
il termine generale di questa serie. Avremo l’equazione 
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s zzz -t-z , e facendo * — otter- 

x,y x—r,y x—i,y—i’ x,y 

remo §— — '■ — , e 0 ^=» ^ -+-ya ^ '-e- '— ' •) 2 -«-ec.; e 

o—i ’ r J a 

quindi 
z 



*>y 



z -t-y z ■+- — -z -+-eo. 

x — y, o J x—y — i , o a x — y — a,o 



Siccome tutti i termini della prima linea verticale, eccettuato 
il primo, sono =o, se nella formula trovata facciamo xzz o, 
avremo 

yl 



=p=z -+-yz 

°>y — y. o J —) — t , o 



-z - 4 -ec. 

a — y— a , o 



qualunque numero intero positivo si prenda per y, e quindi fa- 
cilmente si vedrà essere z =o , z =o , e in generale 

s t o~° ’ < I ua ^ un< I ue numero positivo si prenda per s. Ma 

per ipotesi Z f è =i , quando s è zero o un numero qua- 
lunque intero positivo; dunque avremo il termine generale ri- 



chiesto 






rfr-*-») . A r-*-') • • • • 1*— ») 

. a . . . [x—y) • 



o più semplicemente sommando questa serie 
z -. Ir-t-Otr-»--*) ■ • • x ' 

~x,y i a . . (a— y) 

Se invece di prendere il valore di prendiamo quello di 

I 

«= avremo 

r 

. _q—i x ( x — i)^— a x ( x— i ( x — a ) 

a =1-4 -xp - 4 - p 5 -p -nec., 

a i . o 



e quindi 
z 



x y ,=:F.y-*-xF.(y—ì)-^ *!.L.-' ] F.(y— a)-«-ec. 
Facendo x=o avremo z^ zzF.y , e perciò 

r(r — t) 

* =z -t-arz -+- x -+-ec. 

x,y o,y o , y — i a o, y— a 

Adesso , se («onghiamo yzzo otterremo 

r(.r — i) 

* „ -t-rz -t- z -t-ec. 

•*»o o,o , o, — i a o,— a 
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qualunque numero positivo si prenda per x. Ma 

x ~i: dunque 

x t O 0,0 1 

{ar— l )(.r— a) 

T~i * 0 i _ 3 -mc.=o, e percò 



o,—i 



X — I 

z -+- 

a o, — a 



x =o,z =o, e generalmente z =o . E poiché 

O , *"1 W t ] O , — J 1 

per ipotesi- « o s è ;ro eccettuato il caso di ,r=o , in cui 

z = i , il valore di z sarà eguale al coefficiente di z 
o, s ■ , . x f y ° o,o 

• . a _.r(r— i)(r— a) . . . . (r— y-t-i) , , . , 

cioè sara z — 3 , la qual lormula 

*M> 1 y I . l J> ■ o . . , . jr 4 

equivale all’altra trovata di sopra. 

Si osservi, che nell’esempio precedente abbiamo risoluto il 
problema, in cui si cerca il numero delle combinazioni, che si 
possono formare con x quantità prendendo in ciascuna rombi- 
razione un numero y delle medesime. Siano date infatti x quan- 
tità a, b, c, d, ec., e sia z il numero delle combinazioni, 

x ,y 

ohe si possono fare con y di queste quantità, è chiaro che que- 
ste combinazioni comprenderanno tutte quelle, nelle quali en- 
tra la quantità a, e tutte quelle che non contengono a. Ma il 

numero delle combinazioni, nelle quali entra a, è =* , 

n x-\,y-\ 

poiché tolta a rimangono x — 1 quantità, delle quali se ne pren- 
dono y— 1 ; ed il numero delle combinazioni , che non contengo- 
no a, è —z . Dunque abbiamo l’equazione 

x— 1 ,y 

z =jz -hz , ed i valori assunti di z , 

x,y x— ì ,y— 1 *— 1 ,y x,o’ 

x sono quei, che convengono al caso delle combinazioni. 

186. 

In questo esempio fortunatamente i valori della funzione 
z^ corrispondenti ad y negativa sono tutti zero, e perciò il 

valore di z riesce finito. Ma quando ciò non succede, il va- 

x » y 

lore di z ^ trovato col metodo precedente sarà espresso da 

^ » y 

una serie infinita. Per rimediare a questo inconveniente il Sig. 
de la Grange ha immaginato un’altro metodo, i principi del 
quale andremo esponendo. Se nell’equazione 
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z —as - - 4 -bz .-wa . „ . 

»,y *—i,y x,y—i x—i,y—i 

facciamo x ed yzz i, avremo 

(i) z ■ =az -t-£z. „ 

v/ 1,1 0,1 1,0 0,0 

E cosi pure facendo x=a ed y— i , o ed yzzx troveremo 

z ^az - 4 -cz 

2,i 1,1 a,o i,o 

Z -4-tz -+0. , 

i » 2 o , a i ) J Oj i 

e sostituendovi il valore di z ricavato, dall’ equazione (i) 

J > * 

otterremo z e z espressi nella forma seguente 

(2) z =oiz -t-iiz -s-ciz,, „ 

' ' a,i 0,0 1,0 a,o 0,1 

( 3 ) z =aaz„ , 4 -iaz , -*-caz -t-daz 

v/ i,2 0,0 1,0 o, j o,a 

Continuando l’ operazione nella medesima maniera avremo 
s x y C011 espresso 

z =.Az -s -A^z *-AW’ 

x,y 0,0 1,0 a,o 

- hJ 3 { 'z 



’z 

~ -r , o 



? (,) z +.B^Z *-B (y) z ; 

0,1 o, a • o ,y‘ 

e questa formula ci darà l’integrale della proposta composto di 

un numero Unito di termini. 

Per determinarci coefficienti A, A l '),ec., ec. fac- 

* 

riamo z — a x [$ T ove a e fi son costanti, ed avremo 

x,y r 

(A> o- X f —A+A ^ 1 ^A^m » 

1 V-+-« (2 V * 1 

e tra a e j? avrà luogo l’equazione 

« X ^=a« x “‘ py+ha*py-' +ca X ~' P r ~' , cioè 
n Pzza(l-*-ba-*-c . Se adunque nella equazione (yf) ponghiamo in 
luogo di (I il suo valore in a, essa diventeià identica, e dal pa- 
ragone de’diversi termini potremo determinare i coefficienti A , 
A< 1) , ec., B l, K ec., come mostreremo nell’esempio seguente. 

Ripigliamo l’equazione * zzz . -*-z , ed 

x » y 1 jy J?— 1 ,y— x 

avremo a^=(?-t-i , ed ar:i->-^-. Se in luogo di a sostituiamo il 
suo valore, l’equazione (yf) moltiplicata per 0 X diventerà 
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r{T—i) Qy-*-x—l 



p^+xpy*-*-' 

Jrìp+±=!ìj* ) p .... -*-^ x V x 
)^ (a>I V» . . . +A { ^ l) f 
- J 3 - 2 ^* . . . +A {x - 2) f 



-t-Ap* 

+b (, )(i x *- i +bW(i i + 2 ^B^f+y • 

Paragonando i termini avremo prima B^—i, E& l ^—x, 

J3 ( -> a ^= T --- 1 ^ — . e generalmente 

B (ys)_xlx-,) ... . (r- >±1 L ^(*) ^(-0 =o fino 

i . a . .. * r 

ad ^”*"^=0, A^ x ’^si , ed il paragone degli altri ter- 

mini ci darà gli altri valori. Ma questi più facilmente si otter- 
ranno nel modo seguente: si differenzi l'equazione (A) per rap- 
porto ad a e § , ed avrassi 

a *py(*j£+^ ={ A < ' >W< a) a . ..H-Cav-y)^)^- 1 )^ 
-h{B< • • • -*-jBt y) py~ l )d() . 



Ponghiamo in questa equazione il valore precedente di a. x , 
quelli di a(i e di d$ ricavati dall'equazione afì-fi-t-i , e tolte le 
frazioni essa prenderà la forma 

— xA — - xA^Aa — xA^Aa» . . . ,—xA^ Y 

-+• (x-y)Aa-*-(x~y)A l 1 la® .. . ,-*-(x-y)A^ X ^ -f " 1 

-+-(x-y) C' • flt s \1->-{x-y) fll >0 » . -h ( x -y) B {y ^ y ~ 1 

_ y£l-)^ — 

XZ — /^t ' )a — ayftal^i — (x — y)A^ X y^u X ~3 

+Al»a> ........ 

- /?t. >_*#>)£_ 3fl(.)0» . . .;. -yB (y) P~ l 

— aZl‘->^» —yB^y^jP 
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Siccome qnesta equazione dev’essere identica, dal paragone del- 
le diverse potenze di a avremo 

xA—(x—y)B ^ 1 1 > 

xA llJ —(x—y)A=A l ‘> 
xA^ >— (x— y) A 1 ' >—zA 1 » >—A< > > 
ec. 

« quindi A=^^-B<’), A( 0 = ^A, Al‘>=ì=^A( 0 , ec . 

E poiché abbiamo trovato B ( 1 — 'J ’ sar * 

f _ (*— ')<*-*) ...(v-r-*-') ji . >_ (x— aj(x— .... (x - jr) eae> 

1 . a . . . . (7— i) ’ i . a . . . . (y— i) ’ 

1 .. iW — s — i)(r— . s — a) . .. . (r — y — *-*-1) ~ , ... 

neral mente A K ’=■ - ; — . Onde 1 111- 

» . a.- (y— 1) 

tegrale dell'equazione proposta sarà 

rlr-t-i). . »). 



=:z -t-yz 
,y x~y,o J x-y-i,( 



*,y *-y 

-4 -Z -4-XZ 

O ,y o,y-i 



x(x — 1) 



— z 

a je-y-1,0 



o,y-z 

187. 



a . . . (x—y) O , O 
y-4-a) 

a • à . . . (y— »r*°> 1 • 



Il Sig. < 7 e 7 o Place per integrar l’equazione 

z —a z ' -\-b z -4-c , 

x ,y xx, y — 1 x x — 1 ,y x 

ove a , h , e c sono funzioni date 'di x, si serve del meto- 



do seguente. Posto xzzi , ed x—'J. l’equazione proposta ci dà 

( 1) z — a s _—b z -hc 

v ’ « , J 1 » . J— 1 ‘ 1 o^y i 

z — a s zzi z -4 -c 

a , y a a,y — 1 ai ,y a 

Da questa seconda equazione si ricava 

z — a z zzb z . -4-c . ; . ■ s 

a,y— 1 a a,y— a a i,y — 1 a * 

e quindi 

z -a z ■ -a (z -us „)= 7 > (z -a z W (i-a ), 
a ,y a a,y-i 1' a,y-i a a,y-a' a' i,y i i.y-t^ a' i'’ 

o sia 

(a) z — a' z — a" z — b b z -t -b c -y-c (1— a ), 

' a ,y a a,y — 1 a a,y — a 1 a o,y ai a' i'* 

ove a' a , a" a son tali, che la quantità m 2 — a’ — a " ^ ha per 

fattori tu — a ed m — a . Similmente facendo x=r 3 avremo 
1 a 
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3 .y‘ 



'V3 (J -r 



b.,z -4-C, 

S 2 ,y 3, 



e da questa ricaveremo a ^ — °3 Z 3 j j 

“ fl a ( ~3 , y -r <l 3 I 3, j-ì ) “ fl "a (z 3j- 1 “ fl 3 t 3,H ) 

b b 0 z -+-ec. , cioè 
i a 3 o.j 

13) a , — a« -b" 0 z~ —b'^z? 0 xzb b b~z -eec. 

' ; 3,y 3 3 , y - 1 3 3,y-a. 3 3,y-3 ì a 3 o,y 

ove sarà m‘ — b'^m a —b"^m — b"' ^(m — a^(ni-a^). 

Continuando nella medesima maniera giungeremo finalmente 
all'equazione 

(x) z — m z —n 2 — p s - a — ec.~u , 

' ' x,y x x,y — i x x,y— a r x x,y — 3 x,y 

ove sarà k X — m k X 1 — ri k x 2 — ec.z=(k — a )\k — a )....(Ar — a ). 

Conosciuto il valore di u potremo della equazione (x) sup- 

x, y 

porre x costante, e quella diventerà una equazione a differenza 
finite ordinarie con i coefficieuti costanti. E siccome a t , a^, , 

re. son le radici dell’equazione k x — m J cX * — n 3 J i -ec~0, 

r integrale della proposta sarà della forma ( * 8 t ) 

z =c ay^c il \y . . .+c^ a y+L x . 

x % y x i — x 2 -• x x * » J 

Se adesso sostituiremo questo valore di z* nella proposta , 

essa dovrà riescire identica, e dal paragone de’diversi termini 
ricaveremo tant’ equazioni , quante sono necessarie per deterini- 
(!) 

nare le funzioni C , C , e C- 

X ’.mr 

Rimane a trovare la quantità u : a quest’oggetto si os- 

*> 7 

servi che 1* equazione (.r) et dà 

e se in questa in luogo di z j __ | ^ , * a ._, y __ , » ec - sostituia- 
mo i loro valori presi dalla proposta avremo 



— z (m 

-’,y x,y— I x— i , 

u -t-c ( t — m — — * C -J » 

x x—i,y x x—i a— t 



)—z In — a m eo. 

' x t y-~2 x— i oc i 
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e 'lai paragone di questa con l’equazione (x) dedurremo 

m x =m x—l'*°x* nzzn x _ , ~ a x " l x _ , » ec -i dalle quali equa- 
zioni si potrebbero ricavate i valori di m ^ , m ^ ,ec. , se non 

tornasse meglio di trovarli col metodo precedente; e poi per de- 
terminare u avremo l’equazione 
x,y 1 

u zzb u -*-c (i —ni . — n — ec.) , 

x ,y x x— i ,y x ' x-— i x — i ’’ 

la quale a motivo di u zzz ci darà (170) 
n o,y 0 ,y ' 



1 — m —n — ec. 



u zzb .b ...b (z c 

x,y 1 2 x\o,y b .b ...b x-*-i / 

J J 1 a x-*-i 

Questa integrazione suppone, che siano dati i valori della 

funzione z quando xzzo , cioè che sia datala prima linea 
x , y 

verticale della serie . Alcune volte questi valori formano una se- 
rie ricorrente, io modo che sia 

z — hz , — i* — ec.—l 

o,y o ,y — 1 o,y — a 

essendo h, i . ec. ed l quantità costanti. In tal caso dall’equa- 
aione 

z —a z zzb s -+-ec. 

1 ,y 11 ,y — 1 1 o, y 

dedurremo quest’ altra 

Z 1 , y “ a 'i z 1 , y- - a ” i z 1 , y-a-^-V-^ , 

a 'i °"i (hi w fl iv . 

ari m 2 \ m m 2 f\ m / 

mente operando come sopra giungeremo in fine all’ equazione 

z 'zzrn z -* -n z -t-ec.-f-u 

x,y xx, y— 1 x x , y — a x 

m ' n 

, x x 

ove sarà 1 = ec. 

k k 2 

= ( I— ec ')( ,— t) ” ” cA “x salà data 

dall* equazione 

u —b u -+-c (1 — m — n — ec.) , 

x x x — 1 x' x— 1 x— 1 ' 

e quindi, siccome u zzi, sarà 
o 

Tom. II. 3 7 
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u zzb b ... b ( l-t-h . - — 
x i . a x\ b . 



ì—m — ri — ec. 
x x 



b b 

I a x-t-r 

Siano date per esempio le due equazioni 



X-+-I 



)■ 



o,y o, y—i 

Z ZZ(x-t-l)Z -h-Z 

*,y — k L -*,y—i x—i, y 

A motivo di £=o. e avremo u^zzo , e quindi 

z zziti z -*-n z ’ ec. 

x,y x x, y— 1 x x, y — a 9 

m n 

c siccome le radici dell’equazione i — — — ec.=o sono 

fc fc ^ 

1 , a , 3 x-t-i , l’integrale della proposta sarà 



Li ) 



Ci) 



z —C -+-C 2 ^-t-C: 

x,y x x x 






Sostituendo questo valore nella proposta troveremo 

„Cl> Y-I . . „(l) V- 



( i ) y C J ) w 

C -4-C P-hC 

XX X 



=r(x-Hi)C j -t-(x->-i)C , -r a^ '-^(x-hOC^ 3 :) ~ I r-(x- t -i)C^\x-n)- y ~ t 

.♦.e -c 0 j+ó 31 v .... +c {x - >] xy 

X — I X-I X-I X — I 

e quindi paragonando i termini 

C =(x-*-i )C -+-C 

x — * L — x x — i 



a C 



CO 



■CO 



Ali 



1 =(x-4-0C -*-a C 
x ' ’ x x — i 

(a) (s) Ci) 

jC =(x-t-i)C -h3C 

X v ’ X X— I 

ec. 



Integrando quest’equazioni avremo C^zzz 



CO 

C’ =: 
x 



x — r 



3 T—a 



— — — -à l) , c <5) =± 

i.a. (x— i) I .r J.a...(x — 2 



ì -a . . . 
„Ca) 



-c 

x o 



ec. 



ove 



il segno superiore si deve prendere quando x è pari, e l’ inferio- 
re quando x è dispari. Pertanto sarà 



Digitized by Googli 



I 



D’ ÀLGEBRA P. HI. 
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2 QI 



c-xc;\y+*-'+x(x- .^V-*** ) 

.... =fc.r(x — i) . . . iC^(x-4-i)^ j 



z rr;fc 

x,y ì.a xi 






Le quantità C q , C f , ec. dipendono dai valori di z x Q nel 
modo seguente : primieramente è chiaro essere C^cxz^ ^ , poi 
se nel valore di z x ponghianio yzz o, ed x successivamente 

=i , a, 3, ec. otterremo 



z —-C -hC (,) - 
i.o o t 



= -C -%c ' -hC 



<«> 



a,o 

■ (i) (a) li) 

z, = ^rC +aC, — 3C 

o,o a. io i a o 

ec. 



I metodi precedenti si applicano adequazioni degli ordini supe- 
riori, come potrà vedersi nelle Opere citate. In quel poco, che 
abbiamo detto, abbiamo avuto per oggetto di agevolare la lettu- 
ra di quell’ Opere eccellenti. 



CAPITOLO XI. 



Del Calcolo delle Variazioni . 

188. 

Abbiamo insegnato nel Calcolo Differenziale il metodo per 
determinare i punti di una data curva, ne’quali una funzione 
delle sue coordinate diventa massima o minima. Ma quando si 
cerca tra tutte le curve quella . nella quale una data formula è 
massima o minima, i prtncipj ordinar) sono insufficienti per ri- 
solvere questo problema. I Geometri del secolo passato hanno 
date alrune regole per riescire in questa ricerca, le quali ridotte 
molto più semplici e più generali sono state dal 8ig. Euler espo- 
ste in un Opera particolare, che ha per titolo Methodus inve- 
nìendi lineai curvai maximi minimive proprietate gaudente ! . 
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Ma l’ultimo compimento a questo ramo di Scienza è stato flato 
dal Si», de la Grange con l’invenzione del Calcolo delle Varia- 
zioni, j principj del quale adesso esporremo. 

Data una curva qualunque CME (Fig. io) riferita alle 
coordinate AP~x e PM—y,*e restando fisso il valore dell’ascis- 
sa AP aggiungeremo a ciascuna ordinata PM una porzione in- 
finitamente piccola Mm, ne nascerà una nuova curva cme infi- 
nitamente poco differente dalla data CME , e le rette Mm ai 
chiameranno variazioni delle ordinate PM, e la porzione curvi- 
linea Cerne E si dirà variazione dell’area BCMED e per distin- 
guere queste variazioni dai differenziali ordinarj , gli denoteremo 
col segno 9, in modo che 9y sarà la variazione di y. La nuova 
curva cme è quella, in cui si cangia la proposta, allorché infini- 
tamente poco si varia la relazione tra le coordinate x ed y. Se 
supporremo, che tutti i 8y, cioè tutte le variazioni delle ordina- 
te abbiano tra loro un certo rapporto, la curva cme sarà deter- 
minata; onde per rappresentare generalmente tutte le curve; 
nelle quali può variarsi la proposta, dovremo riguardare tutti i 
dy come tra loro indipendenti. Abbiamo supposto che varj la 
Sola y , e che la x si mantenga costante, ma alcune volte è ne- 
cessario di dare una variazione anche alla x. Se per esempio 
(Fig. ti) tanto la curva data, che la variata dovranno esser si- 
tuate tra due curve Cc, Ee\ in tal caso l’ascissa AB corrispon- 
dente al primo punto C dovrà avere la variazione Bb , e l’ascissa 
AD corrispondente all’ultimo punto E dovrà avere la variazio- 
ne Dd . Quindi per esprimer generalmente la variazione di una 
curva, noi porremo che tanto la x che la y varino respettiva- 
mente di dx e 9y , ed in quei punti, ne* quali o l’ascissa o l’or- 
dinata non dovrà variare , faremo poi o 9xxzo, o 8yzzo . Da quel- 
lo, che abbiamo detto, apparisce , che le variazioni sono affatto 
diverse dai differenziali , perchè mediante il differenziale si pas- 
sa da un punto ad un'altro infinitamente prossimo della mede- 
sima curva, e mediante la variazione si passa da un punto di 
una curva ad un punto infinitamente prossimo di un' altra qua- 
lunque curva . Nella medesima maniera , data una superficie 
curva tra le coordinate x, y,z, avremo la superficie variata, se 
in luogo di x, y, z porremo respetti vamente x-t-9x, y-t-9y , 
s-t-9z . Generalmente per aver la variazione di qualunque fun- 
zione delle variabili x, y, à, ec. bisognerà porvi x-4-#x in luogo 
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di x , v-*-9y in luogo di y, z-t-<?zin luogo di z, oc., e sottrarre da 
questa quantità la funzione proposta . Questa è la medesima re- 
gola, che si usa per trovare i differenziali: quindi il differenziale 
di una funzione si caugerà nella sua variazione , se in luogo 
di d vi si porrà 9 . 



Sia diaxu' — «, e sarà 8du~Su' — 3u ; ma per prendere il dif- 
ferenziale di 8u insogna porvi u' in luogo di u, e dalla quantità 
che ne nasce sottrarre Su : sarà dunque dSu—Su' — 8u~8du, cioè 
il differenziale della variazione è eguale alla variazione del dif- 
ferenziale. Quindi sarà 8d 2 u^d8duzzd 2 8u , 
Sd , u—d8d 2 uxzd 2 9duzzd‘8u, ec., cioè il segno della variazione 8 
si potrà porre in qualunque luogo tra i segni del differenziale. 
Se prendiamo la variazione della quantità fV avremo 
SfV—f(V-+3V)—fV—fSV, cioè la variazione dell’integrale è 
eguale all’integrale della variazione. 

Ciò posto si debba trovar la variazione di una funzione 

qualunque V delle variabili x, y, z ec., ^~—p,^xzq, > 

dz dpi dai 

tc -’Tx=P ì ’ii7=*'’-k= rl ’* c - s,a 

d V— M dx-*- N dy-*- Pdp -t- Qd<f- 1 - Rdr-*-tc. 

-s-iVi dz-+-Pi dp i -*-Q i dq j -*-R i dr n-ec. 

-+-ec. 



e sarà la cercata variazione 

8 V—Mdx-*- N9y-*- PSp-¥- Q8q- 1 - PSr- »-ec. 

-+-ÌV 1 8 z-*-P 1 8p i-t-Q 1 8q j -*-R 1 8r i -+- ee . 
-i-ec. 



ove sarà 



j ^dy drSdr—dySdx d9r — pdSx 

dx dx 2 dx 

g g dp dxSdp — dp8dr d8p — qdSx 

* dx~~ dx» dx 

^ j dq d8q — rdSx 

dx dx 



ec. 
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ed una simil forma avranno i valori di dp i , 9qi , ec. 



190. 

Essendo V come sopra, se dovremo prender la variazione 
della formula integrale [Pdx . avremo dfVdxzxfd^Vdx) 
=f(dtdV-¥-Fd<fjc) ; ma fPd9x~V9x—fdV8x , dunque 
"BfVdx~Vdx-*-f {dx8 V — / Vdx) , cioè 

9/ V ixzz Vdx-*-fN(d x8y — dy8x)-*-fP(dx8p — dpSx) 

-*-fQ(dx9q —dq9x)- +-ec. 

- *-/iVt(dx9z — dz9x)-*-fP \(dx9p t — dp i8x)-+-ec. 
-*-ec. 

Ponghiamo dxdy — dydxzzadx , e prendendo dx costante avremo 
dxdp — dpdzxzdfìy — pdSx — dpdxxzd{9y—p9x)xxda 
dx9q — dqìtxzzdSp — qd9x—dq9xzzd(9p—q9x)—-j— 



ec. 

e similmente facendo dx8z — dzSxzzftdx troveremo 

dxfyn— dp\8xzzd!f , dxdq 1 — dq i8xzz'^j~ , ec. , sostituiti i quali 

valori sarà 

9/Vdxxz Vdx-t- f'^Nadx-*-Pda-*-Q ■+■ ec.^ 

J ^Ni@dx+Pid(}-4^i'~- -t-ec.^ 

-»-ec. 



Ma integrando per parti abbiamo 
fPda— Pa — fadP 
r^d^a s*,da /'da _ _ da dQ r 



d»Q 

dx 



f 



f/*a rid a * dR da d* R - d*R 

R — R . — H « — fa- 

1 ■ - A-r J-r ,1-r-* J , 



dx » 



dx dx 
ec. 



dx J 



e la medesima ridmsione si appliebi agfi altri termini dipenden- 
ti da z . Dunque otterremo finalmente 



/ 
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9JVdx=f( 

*J\ 



N- 



dP d 1 Q d s R 



dx dx* 

_ r dPi d*Q 1 

JVl ► 



di' 
d>Ri 



,) 



*-ec.\adx 



dx 



■ ec. 



-Vdx- 



d Q 

dx 

dR 



dx* 



d»R 



dx » 



.(p- 



dx • 



-ec.^u 



\c\ftdx 



-+-ec. 






•(«‘-“■JS 



Se chiamiamo ¥ la quantità, che è sotto il segno integra- 
le, e f quella che è fuori di questo segno, avremo 
bJ'VdxzxJ\-¥-'p-*-voit. , ove la costante si deve determinare iu mo- 
do, che svanisca la variazione al principio dell’integrale. Se 
dunque ponghiamo che sia <p’ il valore di <p al principio dell’in- 
tegrale, avremo cost. = — <t>‘ , e quindi dff'dx—f'ì'-y- Ades- 
so se chiameremo <f>" il valore di ^corrispondente al fine dell’in- 
tegrale, avremo 8/VdxzstfV - In seguito supporrò che 
siano x' , y , z’,e c. i valori di x ,y, z, ec. corrispondenti al 
principio dell’integrale, e x" , y" , z" , ec. quelli, che corrispon- 
dono alla fine del medesimo, e generalmente segnerò con un'api- 
ce le quantità relative al principio, e con due quelle, che ap- 
partengono alla fine. 

Se la funzione V contenesse le quantità r , y' , a', ec. , 
x" , y" , z" , ec. appartenenti al principio e alla fine dell'inte- 

, , . . dy' , dp' , dzi .dpi' , 

graie, ed 1 rapporti ^,=p , —,-q , ec., ^,=p 1 ,-^-=<71 ,ec., 

dy" „ dx" . . 

— r,~p , ec. , -j^p—pi , ec., siccome anche queste quantità 

hanno una variazione, 8V conterrà necessariamente de’ termini 
di questa forma A8x'-*-Btì-\'-*-CSz'-+-ec.-i-D8x"-*-Edy"-r-Ftls"‘*-tc. 
-*-/h8p'-*-Bìdpì'-t.ec.-i-D ibp"-*-E idp\"-4-ec. Quindi la quanti- 



\ 
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tà J'dxSV conterrà i termini 9x'fAdx-t-8y'fBdx+9z’flCJx-'-*c 
•+**'/ fJdx-4-8y"JEdx-t-8z"fFdx+cc . -*-8pf A i dx-t-9p l'fBidx-t- c. 
-b9p'fDidx-t-9pt"/Eidx, ec., i quali termini dovranno aggiun- 
gersi alla variazione precedente. Onde se chiamiamo (A), (B I 
(C), ec., (O), (E), (F), ec., (Ai), (B i), ec. , (Di), (DÌ). p c \ 
i valori degl’ integrali precedenti / Adx , ec. presi da x=x' 
y=y\ z=z',ec. fino ad x=x", y=y", z=z", ec. , l’intera va- 
riazione di fl'dx sarà espressa dalla formula 

— (Q r — ®c.) — -t-( Ai)8p'—(Q ( ec.) -+-{B i )8p i ' — ec. 



— (/?'— ec.)^ —(Ri ec.) 






-ec. 



— ec. 

Pj+rK+f/’"- % -ec. )a”-H(E)9/'- + .ec. 
-(Q''-ec.)g-H(Di)V'-ec. 



-t-ec. 



, 9 I - 

Sia proposto di cercare, qual’esser debba la relazione tra 
• r » y > z, «e., perchè la quantità fVdx sia massima o minima; 
converrà porre 8/ Vdxzxa . Ma questa variazione essendo compo- 
sta del termine fV , il quale ha rapporto a tutti i valori interine- 
dj di x, y , z, ec. , e di altri termini che si riferiscono ai soli va- 
lori estremi, siccome le variazioni relative a ciascun valore so- 
no indipendenti tra loro, bisogna primieramente che la quanti- 
tà fV sia =o, poi devono svanire gli altri termini, che appar- 
tengono all’estremità dell’integrale. E poiché f'V contiene tut- 
ti i valori di NP dall’ una all’altra estremità, i quali valori sono 
tra loro indipendenti, perchè sia f'V—o, converrà che sia egua- 
le a zero ciascun valore di T, cioè dovrà essere T— o in tutta 
l’estensione dell’integrnle . Ora essendo una equazione del- 

la forma T i«-+-'P 2 j?-+-ec.=o , se le quantità a e § ec. saranno tra 
loro indipendenti , cioè se non sarà data alcuna relazione tra 
x, y , * , ec. , dovrà esser separatamente T i=o , ¥ 2=0 , ec. Quin- 
di uel caso del massimo o del minimo avremo per rapporto ulla 
variabile y l’equazione 



1 



’-t-ec. 
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kt dP d ‘Q d,R 

[A) N — y t — --+- ec.“o , 

' ' dx dx* dx • ’ 

ed un’altra limile equazione per rapporto alle altre variabili , 
eccettuata la or. Oi più avremo queata serie di equazioni deter- 
minate, le prime delle quali appartengono al principio, e le al- 
tre alla fine dell’integrale, 

(«) [M)~ ~ -WC.J 

(b) (A,)3p-(Q--ec.)~M Bi)^.'-(Q I ’-ec.)^-«c.=o 

(c) (R'-ec.)~^(R 1 '-tc.)^i r -^c.=zo 



H-ec.= 



ec. 

(ai ) [ V”+(D)]3x"-+{P"- ^,'-Hec.)a"-M>c.=o 

(il) ( D i )flp"-f(Q"_e C . ) ~r, -t-ec.zzo 

(ci) (tf"-ec.)^-Hec.=o 
ec. 

ove l’equazione (a) contiene le variazioni relative al principio 
dell’integrale, l’equazione (i) quelle che appartengono al valor 
prossimo, in cui x,y,z, ec. sono respetti vamente eguali ad 
x'-t-dx', y'+dy 1 , a'Wz'.ec., la terza comprende le variazioni 
che appartengono al valore seguente.ee. e ne abbiamo fatto 
tant* equazioni separate a motivo, che le variazioni di ciascun 
valore sono arbitrarie, e tra loro indipendenti. 

Ma se è data tra le quantità x, y, e, ec. una relazione ta- 
le, che sia Adx-*-Bdy-*-Cdz-i-rc.^ o, mutando la caratteristica 
à in 9 avremo A9x-*-Bdy-*-Clfz-¥-e c.=o, e quindi 

8x=z——9y——8z—* c. L’equazione ¥ la-t-^a^-t-ec. 

=* 1 (9y-p9x)-t~'ì'2(9z—pi9x)^-ec.~o sostituitovi il valore di 9x 
diventerà 

[( A+. Bpj'f i-t-Bpi Yx4-'c.]9y+[( A+Cp i )Vz+CpV i -«c .]9z-^c .=o , 
ed in luogo dell’equazioni ¥ 1 = 0 , e ¥a=o, avremo le seguen- 
ti (A->-Bp)V i+Bp , 'l'a^ec -o , ( A+Cp ( )'Fa- + -C/i'F n-ec -o , ec. 

In generale bisogna ridurre le variazioni dx, dy, dz, ec. al mi- 
nor numero possibile, e porrà poi eguale a 2ero il coefficiente 
di quelle, che rimangono. 

Tom. II. 38 
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Lo stesso deve dirsi rapporto adequazioni determinate (a), 
( b ), (c), ec. , per mezzo delle quali si deve soddisfare alle condi- 
zioni date. Se per esempio vi è la sola condizione che la curva, 
nella quale fVdx è un massimo o un minimo, sia terminata a 
due curve date, a riserva delle variazioni ttx' , e 9y' appartenen- 
ti al primo punto della curva, che devono avere una relazione 
espressa dall’equazione (a), e delle variazioni 9.e", 8y" spettan- 
ti al punto estremo della curva, la relaziooe tra le quali sarà 
data daU'equazione (ai), tutte le altre variazioni saranno indi- 
pendenti, ed il coefficiente di ciascuna dovrà porsi eguale a ze- 
ro. Se la curva cercata dovrà toccare all’estremità le due curve 
date, in tal caso le variazioni 8dx', 8dy' appartenenti al secon- 
do punto, e le variazioni 8dx " , 8dy" * che si riferiscono al pe- 
nultimo punto, devono esser tra loro legate respettivamente per 
mezzo dell’ equazioni ( 1 ) e (il), e le altre variazioni saranno 
indipendenti. E cosi in seguito. 



192 . 

Per applicare questa teoria a qnalcV esempio , supponghia- 
mo che si voglia trovare la curva Brachistocrona, cioè la curva 
della più breve disdesa, nel vuoto . 1 Chiamiamo x la coordinata 
verticale , ed y e z le coordinate orizontali di questa curva, e 
posta zzh V altezza, alla quale è dovuta la celerità iniziale, i 
principi della Meccanica ci daranno la velocità in qualunque 
altro punto =l/i q/(x-*-h — x'), ed il tempo impiegato a percor- 
rere P archetto \/(dx‘ i -*-dy ì ’*-dz t )=dxl/(i-*-p*-+-pì*) sarà 

— dr\/( 2 ) e j a ( . uant ità che deve diventare un iQiini- 

J/2J /(x-+-h—x') 



mo «ara 



è f j ^ p rr: ] Avre ™ adun <i u ° 



t y-_\ r*t**P'*P* 



l /(x-*-h—x’) 

L 2 ±(9x+9h-!>x')+ ; 

z(x-t-k — x ') a 

e quindi la curva cercata sarà espressa dalle due equazioni 

w . P — - -, PI 



le quali integrate ci danno 



= 0 , e d. 



\/(x-+-h-x'%/ (l-f/l 1 *) 

P -, 



=0 , 



\/(x-\-hrx ) \/ ( I -yp a -yp t a ) 
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-r = b . Sarà dunque 1L — ÌE— — , 



l/(x-*-fi—x')[/(t-*-p i -*-p i -) pi dz b 

byxza.z-*-c, cioè la proiezione della curva cercata nel piano del- 
le y e z aara una linea retta , e perciò la curva sarà situata in 
un piano reificale. Riferiamo adunque la curva alle coordinate 
* ed y prese in questo piano, la prima verticale, e la seconda 

orizontale, ed allora / dx } / ^ dovrà diventare un mini- 

J (/(x-*-A— x') 

mo. E se supponghiamo che h sia una funzione delle coordinate 
x' , y del primo punto, in modo che si abbia dtaxhxd x' -*-hid/ , 
avremo &V~M3x-*-P8p.+.A(ht~- i)9x'-t-Aha.8y' , ove 

M= , P— — — — , ed A=M . 

S j/(x-e-A — x)j/(i-+-p a ) 



2(x-4-À— -x') 3 

Ciò posto nel caso del minimo dovrà essere 

c=-f d / x adx+[(h i-i)(A)- V']9x’+h2(A)9y'-P' a '+ V"9x"+P"a". 

L’equazione della Brachistocrona sarà dP~o , onde integrando 

avremo P— E — , e quindi 

— x')[/(i-t -p a ) \ /a 

p— ^ L- , che di nuovo integrata ci darà 

r dx i/(a— x— A-ex') 6 

y— Aie, noe. x > —\/(xi -h~-x r ) (a— x— A-*.x')-t-è , la 

qual’ equazione appartiene alla Cicloide descritta sopra una base 
orizontale da un cerchio, che ha il diametro — « 

Liquazioni relative al primo e all’ultimo punto della Bra- 
chistocrona sono 



( a ) (P~(^(Ai-.)-^)ax'-s.(-L-{^)A a )9 r '=o 

(ai) ( V- ÉL\ Jx"h- JL.9 y "=o . 

V V i /J | /a J 

La quantità (A) è = all’integrale fAdx preso in tutta l’esten- 
sione della curva; per trovarne il valore si osservi, che 

d V—Mdx-*-Pdp-=iAdxA — '—dp ; onde sarà 
\Za 



Digìtized by Google 



3co 



ELEMEN TI 



fAdx ~V — ~ -t-cost: , e quindi (A)—V — B. V-*- ? . 

y a V a (/ a 

Se adesso supponghiamo, che la Bracliistocrona debba pas- 
sare per i due punti fissi B e C (Fig. la) corrispondenti al prin- 
cipio e alla fine della curva, in tal caso 1« coordinate x' , y' , 
x " ,y" non avranno variazione, cioè sarà 9x'=zo , dy'zzo, 3x"=zo, 
8y"zzo, e l’ equazioni (a) ed (ai) saranno soddisfatte; ma con- 
verrà determinare le due costanti a e b dell'equazione della 
Cicloide, perche essa passi per i punti B t C. 

Ma se la Brachistocrona dovrà esser situata tra le due cur- 
ve date Bb e Cc (Fig. i3), la prima delle quali abbia per equa- 
zione dy=mdx , e la seconda dyzmdx , avremo relativamente 
ai punti estremi della curva 3y'z=m'3x' , e 3y”=zn"8x" , sostitui- 
ti i quali valori l'equazioni (a) ed (ai) diventeranno 



<«') 

le quali equazioni determineranno la posizione della Brachisto- 
crona rapporto alle curve date Bb e Cc. 

Se per esempio la velocità iniziale dovrà esser costante in 
qualunque punto della curva Bb cominci la Brachistocrona, 
allora sarà 8k=zo, e quindi Ai=o, Aa=o , e l’equazione (a) di- 
o n m! 

venterà V'—JL. = 0 , la quale combinata con l’equazione 

\/a 1 /a 

(ai) ci dà m'zzn", cioè la tangente BT condotta alla curva Bb 
nel principio della Brachistocrona dev’ esser parallela alla tan- 
gente Ct condotta alla curva Cc nella fine della medesima. 

L’equazione (ai) sostituito il valore di V— diveuta 



- 7r -+-a"=o, e ci avvsrte che la Cicloide deve incontrare la cur- 

p 

va Cc ad angolo retto. Poiché p" ed n" sono respetti vamente 
le tangenti degli angoli, che la Cicloide e la curva Cc formano 
con la x" , e quindi la tangente dell’angolo formato dalle due 

curve è — ; ma i-*-n"p"r=o, dunque la tangente è infini- 
ta, e l’angolo perciò retto. 
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Se supponghiamo che l’altezza h dovuta alla celerità ini- 
ziale sia , avremo Ai=i, hizzo , e l’equazione (o) oi darà 

■ ]/*— P m — q _ cioè —-strizzo, e l’equazione (ai) rimarrà 

l /a | /a p 

la medesima di prima. Quindi la Brachietocrona dovrà in que- 
sto caso incontrare ad angolo retto le due curve Bb e Cc . 



193. 

Passiamo a cercare la variazione della formula fVdx, in 
cui, oltre le quantità x, y, p, q, ec. , V contenga un’altra 
formula integrale fVidx, ove sia Vi funzione di x,,y,p, q ,ec. 
Sia 9V=zL9fVidx-*-9K , ove 8 K —M8x-i-A T 9y-i-P8p-t-Q9q -t-ec . e 
9Vi=zMi8x-*-Ni9y-*-Pi9p-*-Qi9q-*-ec. t e sarà 
9fVdx— V8x-*-J\dx9 V—d V9x) e siccome dVzzLV idx+dK , la 
quantità f(dx9V—dV9x) diventerà 

f[Ldxjf\dx9Vi— dVi9x)\+-f(dx9K— dK9x) . Ora in luogo di 
f[Ldxf(dx9V\—dVi9x)] possiamo prendere 

fLdx.f(dx9Vi-dVi9x)-f[fLdx{dxSVi--dVi9x)] e se chiamia- 
mo (L) l’ integrale fLdx preso in tutta l’estensione della formu- 
la fVdx , e ponghiamo (L)—fLdx=m, a motivo di (L) costante 
quei due termini si ridurranno ad fm(dx9V 1 — dV i&r): sarà per- 
tanto 9fVdx=.V9x-k-fm(dx9Vi — d V 1 9x)-t-J\dx9K—dK9x) . Ma 
ponendo a=9y—p8x abbiamo di sopra trovato f(dx9K—dK9x) 
cosi espresso 

W dP d*Q \ , 

- (e- % ~eo .)— «2— “-) E -«• 

e similmente troveremo essere fm(dx9Vi—dVi9x) della forma 
d _ _ d.mPi d*.mQ 1 \ , 

/(“»■ — 3 ? 

_ dmOi . . .da 



■ («Pi 



ec .)«-4-(/tiQ 1 — ec . )-j- -f-ec . 



dx ' -v-x.- 

Dunque se facciamo N-wiNi~N l , P-t-mPi—P 1 , ec. 
avremo 

dP> d*<?‘ 



8fVdxzzco»t: ~f(N- 
dQ' 



dx dx » 



.V9x+{P'- 



dx 



-ec.j“dx 

-ec.)o^Q’-ec.)^-t-ec. 
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Se anrhe la formula fV\ dx contenesse un’altra formula 
integrale l'Kxdx , ove fosse 
dVxzzMxox-^-Nxdy-^-Pudp-^-Qxdq-^c . , ponendo 
DFi—LiàfPxdx-rJlKi avremo dxd V I —d Fi dx^zL \dxdfVxdx 
— LidxV‘Xdx-*-dxd K ,—dK tdx • ma 
dfK idxxx. f'xdr-*-/ìdxS Fa — d Vxdx) ; dunque 
dxd V i — d F j SxxzL i dxf(dxd F 2 — d V±dx)-*-dxdK 1 — dK 18 x . So- 
stituendo questo valore nella formula 

dfVdx^.Vdx-*-fm(dxdV\ — dV 1 3 x)-+-f{dx 8 K — dKdx) otterremo 
dj Vdx~ Vt!x-*-f\ m L 1 dxf(dxd Fa — d V aflx)] 

•+-fm(dx8I( 1 — dK iàx)-*-f(dx8K — dKdx), ove ponendo che l’in- 
tegrale fmL\dx preso in tutta l’estensione sia ~(mLi), e fa- 
cendo (mLì)-fmLidxrzmi potremo porre il termine 
j\mL 1 dxf [dxd V a — dV. a?x)] sotto la forma /mi (dxd Fa — dVxdx ) . 
Quindi ponendo N-xmN i -t-m 1 iVa=xY 1 1 , 

P-+-mP i-t-miPx—P 1 1 , ec., avremo 

d/Vdxzz. costi-*- j{N ' 1 — < ^j i — -+■ -~f~ ec.^arfx 

-t-F 5 .r-*-^P‘ ' — -*-ec.^a-f-(Q‘ ec.)^-t-ec. 



194. 

I)n problema generale , che comprende tutti i precedenti , 
é questo: trovare la variazione di una quantità qualunque e , al- 
lorché a è data da una equazione differenziale #=0 tra x , y » 

de dei ^ n 2 

p, q, ec. e , ——01, — — r= «a,ec. Ponendo 
dx dx 

dfizxAdo+BSo 1 ■+-€de2-+-ec.-*-Mdx-t-N8y-r-P8p+-Q8q-**c. , ed 
a^dy—pdx, icxzde — eidx avremo 

(l 9 yx 

dxdy—adx-t-dydx , dxdpxzda~*-dpdx , dxdqZZ -f -dqdx , ec. , 



e similmente dxdo’=xndx-*-dedx , dxdaìxxdx-t-de idx , 
dxdox=:—-? -t-doxdx , ec. ; onde otterremo 



J] _ 

dx8é~o~ Axdx-y- Bdx-t-C — — -r-ec .-\-Nadx-+-Pd<x-*-ec . 

dx 

-*-(Ado-4-Bde \-*-ec..-*-fiTdx-*‘Ndy-**x.)8x , 
e poiché Ad*+Bdei-i-ec.+-Mdx+-*v.=A l P=o , conseguiremo 
l'equazione 
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A nd x-+- Bd, 7t-+-C -j— -*-ec .-hNadx-*-Pda-+-Q—^ -t-cc.—o . 

Questa moltiplicata per 't' ed integrata ci darà 

f¥(A>tdx-+-Bdx-+-C ~ -+-ec. -+-Nadx+Pda-<H‘c. .)—cost : , 

la quale mediante l’ integrazione per parti si potrà ridurre alla 
forma 

/ÌAix-*-Nia)dx-t-Bix-hCi -t-ec. 

dx da* . 

. ,, =cost: , 

,, « rf« „ d*n ’ 

-+-Pia-t-Qi ~r - — -i-ec. 

v dx dx* 



ove sarà 
A ìzzA't- 

i : 

B<=m- 



dTW d*.CY 



dx 

d.cv 



dx * 



-ec. 






-re. 



dx 



-ec. 



PirTP^-^^-vec. 

dx 

Q i —QV — ec. 

ec. 



Ci—CV— ec. 

ec. 

Adesso siccome possiamo prendere V ad arbitrio , facciamo 
Ai^io, e dovremo determinar ¥ dall’ equazione 
d.IJW d*CV 

At - 1 ec.=o . 

• dx dx * 

Quindi segnando con un’apice le quantità relative al principio,, 
e con due quelle che appartengono alla fine di <p , avremo 

J-tt //air ,r 

tì y'\9 0 "-.i"9*")-4-C i 



dx 1 



——/Ni adx+B I \de'-o i '9x’)-y-C -t-ec.n-P l 'o'^ec. 

L’integrale dell’equazione Aizzo conterrà tante costanti arbitra- 
rie , quante sono le quantità A, B , C, ec. meno una, le quali 
costanti potremo determinare in modo, che svaniscano le quan- 
tità Ci", Di" ec. , e fatto ciò avremo 

B I "8o"——fN i « dx+B I "o 1 "dx"-P I "«"-Q I -ec. 

-*-B i '(fc-'-o i ’8x')->-C i ' —■ -s-ec.^-P i V-4-ec. 

Nel caso del massimo o del minimo sarà 8o"=o, e quindi avre- 
mo primieramente N i=ro, la qual’equazione ci darà la curva 
cercata, allorché vi sarà posto il valore di ’f ricavato dall’equa- 
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«ione ^i=o ; poi avremo altr’ equazioni appartenenti al princi- 
pio e alla fine della curva . Queato metodo suppone l’integrazio- 
ne dell’equazione Aiz^o, che per lo più non si saprà eseguire, 
ma si può anche fardi meno di questa integrazione, poiché ba- 
sta che si elimini V dalle due equazioni A i~o , ed A r i=o, e 
l’equazione, che risulta dalla eliminazione, sarà quella della 
curva cercata. Nell’integrare però quest’uliima equazione biso- 
gna ricordarsi di prender le costanti in modo, che ne risulti 
CV'=o, D\"—0,tc. 

Si debba per esempio trovar la variazione di fVdx , ove V 
è data dall’equazione dV-+-Kdxzz o, essendo K funzione di x, 
y , p , q , ec. ed V . Facciamo fVdx^ja , e sarà V—o\, 
dV—oadx, e quindi e poiché <p non contiene o, sa- 

( dfC\ 

, Czz i, Zfco, ec. ; onde per determinar V 

„ . d.fW dtqr . . . 

avremo 1 equazione =o , la quale integrata ci 

dà {a-*-hfe ^^ x dx). Se supponghiamo, che J 7 sia 

il valore di fe~^^ X dx preso in tutta l’ estensione, avremo 

. Ora abbiamo Ci~V , Dizzo , ec. , e perchè 
Ci" sia =ro dovremo fare ^''=0, cioè a-^-bH—o . ed a — — bH . 

Pertanto posta bzz — 1 sarà fz=.e^ dx (H—fe~^^ T dx), e l’equa- 

, 1 • • atm, d.P'F d » OV 

zione del massimo o dei minimo XV v — 1 — ec.=o. 

195. 

Fin qui abbiamo cercato fra tutte le curve quella, nella 
quale una data formula integrale JVdx diventa massima o mi- 
nima. Alcune volte si cerca questa curva non tra tutte le cur- 
ve, ma tra quelle soltanto, nelle quali una o più formule inte- 
grali fVidx, fVxdx, ec. si mantengono costanti. Questo secon- 
do problema si riduce facilmente al primo; infatti se prendendo 
una costante qualunque a cercheremo la curva, nella quale la 
quantità fVdx-*-afVìdx è massima o minima, è chiaro chp la 
medesima curva sarà quella , in cui fVdx è massima o minima, 
tra tutte le altre curve, nelle quali fV\dx è costante. 

Si cerchi per esempio tra tutte le curve della medesima 
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lunghesza quella, che nella sua rivoluzione intorno all’asse del- 
le x descrive una superficie massima o minima. Sarà 
fdx\/(\-*-p*) la formula, che si mantien costante, e 
yV</jq/'(i -+-/>*) quella, che deve diventar massima o minima. 
Facciamo Sfdx(y-+-a)\/(i-*-p % )—<>, ed avremo per la curva cer- 
cata l’equazione Ndx-dPzzo, cioè da\/ (i-*-p a )-d p . 

I/O -t-F a ) 

Questa equazione posto — in luogo di da : diventa 
— (a-t-yW E z=o , e facendo — 

jV( <-+p*) l A'+p*) l /('-*-/* 

bianio ( i-u*)dy-u(o-t-y)du=o , ed integrando (o-i-y )l/( i -u a )zzb , 
cioè a-y-Y = b\/'(\^.p t ), onde ai ricava dxcz , 

ed .rzrc-t-Alog.fa-t-j-s-j/ffa-t-v)* — A®)]. 

Come nel metodo ordinario de’ massimi e de’ minimi, cosi 
nel Calcolo delle Variazioni è necessario di aver qualche regola 
per distinguere quando ha luogo il massimo, quando il minimo . 
Ma siccome questa ricerca ci porterebbe troppo in lungo, noi ri- 
metteremo i nostri leggitori ad una Memoria del Sig. le Gcndre 
su questo soggetto n-lla Storia dell’ Accademia delle Scienze di 
Parigi dell’anno 1786. 



Fina del Tomo Secondo. 
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